
Îöåíêà ìàòîæèäàíèÿ ãëóáèíû âåðøèíû â äåêàðòîâîì äåðåâå

Îöåíèì p[n, k] � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â äåêàðòîâîì äåðåâå èç n âåðøèí ãëóáèíà âñåõ âåðøèí
íå áîëåå k. Çàìåòèì, ÷òî p[1, k] = 1, p[n, 1] = 0. Ïðåäïîëîæèì (ïîêà áåç äîêàçàòåëüñòâà), ÷òî

p[n, k] > p[n+1, k] (1)

p[a+b, k] 6 p[a, k]·p[b, k] (2)

Òåïåðü çàïèøåì p[n, k] = 1 − α[n, k] è äîêàæåì p[n, k] > 1 − 2−Ak+B log2 n, ãäå A,B � ïîëîæè-
òåëüíûå êîíñòàíòû, êîòîðûå ïðåäñòîèò ïîäîáðàòü. Ïî îïðåäåëåíèþ äåêàðòîâà äåðåâà êîðåíü �
ñëó÷àéíàÿ èç n âåðøèí. Çíà÷èò, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
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Çäåñü ìû ïåðâûé è ïîñëåäíèé ðàç âîñïîëüçîâàëèñü 1 è 2.

Ëåììà 1. Ïðîñòîé ôàêò p[a, b] · p[c, d] > 1− α[a, b]− α[c, d]

Äîêàçàòåëüñòâî. ∀a, b > 0: (1− a)(1− b) = 1− a− b+ ab > 1− a− b �

Òåîðåìà 1. Ãëóáèíà äåêàðòîâà äåðåâà ∃A,B > 0: p[n, k] > 1− 2−Ak+B log2 n

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè. Áàçà:
n = 1⇒ p[n, k] = 1 > 1− 2z(∀z)
k = 0⇒ p[n, k] = 0 > 1− 2y(y > 0)
Ïåðåõîä: èñïîëüçóåì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, 3 è Lm 1, ïîëó÷àåì
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Ïðè A→ 0, B → +∞ ïîëó÷àåì F = α[n, k] · 1
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