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1 Ïðîâåðêà äåðåâüåâ íà èçîìîðôíîñòü

• Îïðåäåëåíèå 1.
Ïóñòü äåðåâî çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè. Äâà äåðåâà ñ ìàòðèöàìè

ñìåæíîñòè c1 è c2 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïåðåñòàíîâêà p, ÷òî ∀i, j : c1[pi, pj] = c2[i, j].

• Îïðåäåëåíèå 2.
Èçîìîðôèçì êîðíåâûõ äåðåâüåâ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ðàçíèöà

â òîì, ÷òî êîðåíü ïåðåõîäèò â êîðåíü (proot1 = root2).

• Àëãîðèòì 1. Êîðíåâîå äåðåâî. O(n log n).
Äàíû äâà êîðíåâûõ äåðåâà. Íóæíî ïðîâåðèòü, èçîìîðôíû ëè îíè.

Îïðåäåëèì õåø âåðøèíû, êàê õåø ñîðòèðîâàííîãî âåêòîðà õåøåé äåòåé.
Äåðåâüÿ èçîìîðôíû, åñëè õåøè êîðíåé ñîâïàäàþò. Ïðè ýòîì õåø ôóíêöèÿ
äîëæíà îáëàäàòü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: õåøè ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ ðàçëè÷íû.

• Àëãîðèòì 1. Ïîäðîáíîñòè.
Àëãîðèòì ðàáîòàåò çà O(n log n), ïðè ýòîìó âñå, êðîìå ñîðòèðîâêè

ðàáîòàåò çà O(n). Âàæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà âûáîð õåø ôóíêöèè. Â
äàííîì ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíûé õåø íå ïîäõîäèò. Ïðèìåð: ïóñòü åñòü
äåðåâî (1, 2), (1, 3), (1, 4) è äåðåâî (1, 2), (1, 3), (3, 4), (3, 5). Õåø îò âåêòîðà
a0, a1, . . . , ak =

k∑
i=0

aip
i

Äåðåâüÿ ðàçëè÷íû. Òåì íå ìåíåå, õåøè îò íèõ ðàâíû: 1 + 1 · p+ 1 · p2 =
1 + (1 + 1 · p) · p. Ïîäõîäèò, íàïðèìåð, ñëåäóþùàÿ õåø ôóíêöèÿ:

13 +
k∑

i=0

log ai

Ïðè ðåàëèçàöè íà C++ ñ÷èòàòü åå ñëåäóåò â òèïå long double. Ìîæåò
ïîêàçàòüñÿ, ÷òî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ai, ìîæíî
îòêàçàòüñÿ îò ñîðòèðîâêè. Ýòî íå òàê. Ïîÿâèòñÿ ïîãðåøíîñòü, ïîýòîìó
õåø çàâèñèò îò ïîðÿäêà. Äðóãîé ïðèìåð õîðîøåé õåø ôóíêöèè:( k∑

i=0

a2i + aip
i + 3

)
mod 264

• Àëãîðèòì 2. Ïðîèçâîëüíîå äåðåâî. O(n log n).
×òîáû ïðèñïîñîáèòü ïðåäûäóùèé àëãîðèòì äëÿ îáû÷íîãî íåêîðíåâîãî

äåðåâà, ìîæíî ïîäâåñèòü åãî çà öåíòð. Åñëè öåíòðîì äåðåâà ÿâëÿåòñÿ
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ðåáðî, òî ìîæíî ðàçäåëèòü ðåáðî-öåíòð íîâîé âåðøèíîé íà äâà ðåáðà,
òàêèì îáðàçîì, öåíòðîì äåðåâà áóäåò òîëüêî ÷òî äîáàâëåííàÿ âåðøèíà.
Äåðåâüÿ èçîìîðôíû, åñëè õåøè öåíòðîâ ñîâïàäàþò.

• Àëãîðèòì 3. Èçáàâëÿåìñÿ îò ñîðòèðîâêè. O(n).
Äàâàéòå äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñ÷èòàòü åå òèï � öåëîå ÷èñëî îò 1 äî

n. Âñå ëèñòüÿ áóäóò èìåòü òèï 1. ×òîáû ïîñ÷èòàòü òèï íîâîé âåðøèíû,
âîçüìåì òèïû åå äåòåé, îòñîðòèðóåì, ïîñ÷èòàåì õåø îò ïîëó÷èâøåãîñÿ
âåêòîðà è ñïðîñèì ó õåø-òàáëèöû, êàêîé òèï ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó õåøó.
Åñëè òàêîãî õåøà åùå íå áûëî, õåø-òàáëèöà âåðíåò ïåðâûé íå èñïîëüçîâàííûé
òèï.

Òåïåðü ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ñîðòèðîâêè. Áóäåì ãåíåðèðîâàòü ¾âåêòîð
òèïîâ äåòåé¿ àâòîìàòè÷åñêè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:

list[1] <-- âñå ëèñòüÿ îáîèõ äåðåâüåâ

for type = 1..n

for v in list[type]

p = parent[v]

children[p].push_back(type)

if children[p].size() = degree[p] then

h = hash(children[p])

t[p] = get_type(h)

list[t[p]].push_back(parent[v])

Çäåñü ìû ïåðåáèðàåì âåðøèíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ òèïà è äîáàâëÿåì
íàø òèï â âåêòîð îòöà. Äåðåâüÿ èçîìîðôíû, åñëè àëãîðèòì, çàïóùåííûé
îò âñåõ ëèñòüåâ îáîèõ äåðåâüåâ âûäàë, ÷òî èõ êîðíè (äëÿ êîðíåâûõ) èëè
öåíòðû (äëÿ ïðîèçâîëüíûõ) èìåþò îäèíàêîâûé òèï.

• Àëãîðèòì 4. Áîð âìåñòî õåøåé è õåø-òàáëèöû.
Çà÷åì íàì õåøè è õåø-òàáëèöà? ×òîáû ïî âåêòîðó èç ÷èñåë îò 1

äî n ïîëó÷èòü ÷èñëî îò 1 äî n. Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü áîðîì.
Äëÿ ýòîãî íóæíî âåêòîð (ñòðîêó) ïîëîæèòü â áîð è â âåðøèíå, â êîòîðîé
êîí÷àåòñÿ âåêòîð, õðàíèòü ÷èñëî îò 1 äî n� òèï, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó
âåêòîðó. Òåì íå ìåíåå, òàê êàê àëôàâèò èìååò ðàçìåð n, ñîâñåì îò õåø-
òàáëèöû ìû ïîêà íå èçáàâèëèñü. ×òîáû óìåòü è ñïóñêàòüñÿ ïî áîðó çà
O(1), è áûñòðî äîáàâëÿòü â áîð íîâûå âåêòîðà, íóæíî ðåáðà, èñõîäÿùèå
èç âåðøèíû, õðàíèòü â õåø-òàáëèöå.

• Àëãîðèòì 5. Ïîëíîå O(n). Áåç ñòðóêòóð äàííûõ.
Ñåé÷àñ ìû ñïóñêàåìñÿ ïî áîðó êàæäûé ðàç, êîãäà âåêòîð óæå ãîòîâ.

Îò êîðíÿ äî âåðøèíû-êîíöà. Äàâàéòå âìåñòî ýòîãî ñïóñêàòüñÿ ïî áîðó
ïîñòåïåííî, ïîêà âåêòîð ðàñòåò, è õðàíèòü äëÿ âåðøèíû åå òåêóùåå
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ïîëîæåíèå â áîðå. Òî åñòü, âìåñòî

children[p].push_back(type)

íóæåí ñëåäóþùèé êîä, äâèãàþùèé ïîçèöèþ îòöà â áîðå

pos[p] = go_down(pos[p], type)

Òåïåðü, ïîñêîëüêó type ↑, äëÿ êàæäîé âåðøèíû áîðà íóæíî õðàíèòü
òîëüêî ïîñëåäíåå èñõîäÿùåå ðåáðî (ðåáðî ñ ìàêñèìàëüíûì type).

2 Ìåòîä äâóõ óêàçàòåëåé äëÿ o�ine çàäà÷

• Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Äàí ìàññèâ a, è q çàïðîñîâ íà îòðåçêå, íå ìåíÿþùèõ ìàññèâ. Ìû

õîòèì áûñòðî â O�ine îáðàáîòàòü âñå çàïðîñû. Ïðèìåð çàïðîñà: ¾ñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë íà îòðåçêå?¿

• Ñëó÷àé li ↑ è ri ↑
Åñëè îòðåçêè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü òàê, ÷òî ëåâûå è ïðàâûå êîíöû íå

óáûâàþò (li 6 li+1, ri 6 ri+1), òî äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ îáðàáàòûâàòü äâå
îïåðàöèè � L++ è R++. Ðåøåíèå çàäà÷è ¾ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë íà
îòðåçêå?¿:

map <int, int> cnt;

int answer = 0, L = 0, R = 0;

for (int i = 0; i < q; i++) {

while (R <= r[i])

if (cnt[a[R++]]++ == 0)

answer++;

while (L < l[i])

if (--cnt[a[L++]] == 0)

answer--;

result[i] = answer;

}

Âðåìÿ ðàáîòû ïðèìåðàO(q log n). Âðåìÿ ðàáîòû â îáùåì ñëó÷àå 2q · t(n),
ãäå t(n) � ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ îáðàáîòêè îäíîé îïåðàöèè L++ èëè R++.

• Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ li è ri
Äàâàéòå ðàçäåëèì âñå çàïðîñû íà

√
n ãðóïï. i-é çàïðîñ ïîïàäàåò â

ãðóïïó íîìåð b li√
n
c. Òåïåðü êàæäóþ ãðóïïó îòñîðòèðóåì ïî ri è îáðàáîòàåì

îòäåëüíî. Ïðè ýòîì â ïðîöåññå îáðàáîòêè îäíîé ãðóïïû óêàçàòåëü R
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áóäåò òîëüêî âîçðàñòàòü, à óêàçàòåëü L ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó îòðåçêó
ìîæåò êàê âîçðàñòàòü, òàê è óáûâàòü, íî ïîìåíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà

√
n.

Îöåíèì âðåìÿ ðàáîòû: óêàçàòåëü R â ñóììå ñäâèíåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà
n
√
n (
√
n ãðóïï, â êàæäîé íà n), óêàçàòåëü L â ñóììå ñäâèíåòñÿ íå áîëåå

÷åì íà q
√
n (äëÿ îáðàáîòêè êàæäîãî èç q çàïðîñîâ ïðîèçîéäåò ñäâèã íå

áîëåå
√
n). Ïîëó÷àåì ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû (q + n)

√
n · t(n), ãäå t(n)

� ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ îáðàáîòêè îäíîé îïåðàöèè l--, l++ èëè r++.

3 Ëèíåéíàÿ ïàìÿòü â êâàäðàòíûõ äèíàìèêàõ

• Ïðèìåð çàäà÷è, ðåøåíèå
Åñòü ìàòðèöà n ×m èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íóæíî äîéòè èç (1, 1) â

(n,m), ñäâèãàòüñÿ ìîæíî òîëüêî íà (0, 1) èëè íà (1, 0). Ïðè ýòîì íóæíî
ìàêñèìèçèðîâàòü ñóììó ÷èñåë íà ïóòè. Ñòàíäàðòíûì ðåøåíèåì äàííîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ äèíàìèêà, ðàáîòàþùàÿ çà O(nm):

int f[n + 1][m + 1];

f[][] <--- 0

for (int i = 1; i <= n; i++)

for (int j = 1; j <= m; j++)

f[i][j] += a[i][j]

f[i + 1][j] = max(f[i + 1][j], f[i][j])

f[i][j + 1] = max(f[i][j + 1], f[i][j])

Îòâåò (ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà) ñîäåðæèòñÿ â ÿ÷åéêå f[n][m].

• Äåëàåì ïàìÿòü ëèíåéíîé
Çàìåòèì, ÷òî èç i-é ñòðîêè ìàòðèöû f ìû ïåðåõîäèì òîëüêî â i+1-þ

(ñëåäóþùèé ñëîé). Ïîýòîìó êîä ìîæíî èçìåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

int cc = 0, f[2][m + 1];

f[cc] <--- 0

for (int i = 1; i <= n; i++)

f[cc ^ 1] <-- 0

for (int j = 1; j <= m; j++)

f[cc][j] += a[i][j]

f[cc ^ 1][j] = max(f[cc ^ 1][j], f[cc][j])

f[cc][j + 1] = max(f[cc][j + 1], f[cc][j])

cc ^= 1

Îòâåò (ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà) ñîäåðæèòñÿ â ÿ÷åéêå f[cc�1][m].
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• Âîññòàíîâëåíèå ïóòè
×òîáû âîññòàíîâèòü ïóòü, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà,

ïåðâóþ âåðñèþ êîäà (ñ êâàäðàòíîé ïàìÿòüþ) ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü,
äîáàâèâ ìàññèâ p[n+1][m+1], õðàíÿùèé äëÿ êàæäîé òî÷êè (i, j) íàïðàâëåíèå,
ïî êîòîðîìó ìû â íåå ïðèøëè. Âòîðóþ äèíàìèêó òàêèì îáðàçîì íå
ìîäèôèöèðîâàòü. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïóòè íàì âñå åùå íóæíà êâàäðàòíàÿ
ïàìÿòü.

• Âîññòàíîâëåíèå ïóòè ñ ëèíåéíîé ïàìÿòüþ
Ðàññìîòðèì òðè ñòðîêè: i=1, i=n/2, i=n. Äàâàéòå ïî õîäó äèíàìèêè

íàñ÷èòàåì òàêîé îäíîìåðíûé ìàññèâ p[m+1], ÷òî îïòèìàëüíûé ïóòü èç
(1, 1) â (n, x) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (n/2, p[x]). Òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî
îïòèìàëüíûé ïóòü óñòðîåí òàê: (1, 1) → (n/2, p[m]) → (n,m). ×òîáû
âîññòàíîâèòü ïóòü ïîëíîñòüþ, íóæíî ðåàëèçîâàòü íàøó äèíàìèêó, êàê
ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ èùåò ïóòü èç (y1, x1) â (y2, x2) çà âðåìÿ
O((y2 − y1 + 1) · (x2 − x1 + 1)), è âûçâàòü åå îò ïàðû òî÷åê (1, 1) è
(n/2, p[m]) (ïåðâàÿ ïîëîâèíà ïóòè), à çàòåì îò (n/2, p[m]) è (n,m) (âòîðàÿ
ïîëîâèíà ïóòè). Ãðóáî îöåíèì âðåìÿ ðàáîòû äèíàìèêè: T (n,m) = nm+
T (n/2, x) + T (n/2,m − x) = nm + n

2
m + T (n/4, x1) + T (n/4, x − x1) +

T (n/4, x2) + T (n/4, (m − x) − x2) = · · · = nm + n
2
m + n

4
m + ... 6 2nm.

Çäåñü ÿ ïîëüçóþñü òåì, ÷òî íà êàæäîì óðîâíå ñóììà x-îâ áóäåò ðàâíà
m. Ãðóáîñòü îöåíêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ óïðîùåíèÿ òåõíè÷åñêîé
ñëîæíîñòè îöåíêè çäåñü íàìåðåíî îïóùåíà ¾ïëþñ åäèíèöà¿.

• Ïðèìåíÿåì îáðåòåííîå çíàíèå ê çàäà÷å î ðþêçàêå
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: äàí ðþêçàê âìåñòèìîñòè s è n âåùåé ñî ñòîèìîñòÿìè

ci è ðàçìåðàìè wi. Êàæäóþ âåùü ìîæíî èëè öåëèêîì ïîëîæèòü â ðþêçàê,
èëè öåëèêîì íå âçÿòü. Íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü
âåùåé â ðþêçàêå. Ñòàíäàðòíûì ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
äèíàìèêà, ðàáîòàþùàÿ çà O(ns):

int f[n + 1][s + 1];

f[][] <--- 0

for (int i = 0; i < n; i++)

for (int j = 0; j <= s; j++)

f[i + 1][j] = max(f[i + 1][j], f[i][j])

if (j + w[i] <= s[i])

f[i + 1][j + w[i]] = max(f[i + 1][j + w[i]], f[i][j] + c[i])

Îòëè÷èå ýòîé äèíàìèêè îò ïðåäûäóùåé â òîì, ÷òî ïåðåõîäû òåïåðü íå
(1, 0) è (0, 1), à (1, 0) è (1, w[i]). Ìû ïîñ÷èòàëè îïòèìàëüíóþ ñòîèìîñòü.
×òîáû ïîëó÷èòü íå òîëüêî ñòîèìîñòü âåùåé â ðþêçàêå, íî è ñàì íàáîð,
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íàì íóæíà êâàäðàòíàÿ ïàìÿòü1, íî ìîæíî ïðèìåíèòü òàêóþ æå îïòèìèçàöèþ,
êàê è âûøå. Òî÷êà (n/2, p[x]) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òîìó, ÷òî ïåðâûå
n/2 âåùåé äîëæíû çàíÿòü ðîâíî p[x] ìåñòà â ðþêçàêå, ñîîòâåòñòâåííî,
äèíàìèêà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûõ � ðàçìåñòèòü ïåðâûå n/2
âåùåé â ðþêçàêå ðàçìåðà p[x], è ðàçìåñòèòü îñòàâøèåñÿ n− n/2 âåùåé â
ðþêçàêå ðàçìåðà s− p[x].

4 Æàäíîñòü

• Ñîðòèðóåì è ðàäóåìñÿ
Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ çàäà÷, êîòîðûå ðåøàþòñÿ

ñîðòèðîâêîé + öèêëîì for.

1. Óñëîâèå. Åñòü çàêàçû, ó êàæäîãî çàêàçà åñòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ti.
Çàêàçû ìîæíî âûïîëíÿòü â ëþáîì ïîðÿäêå. Ìû íà÷èíàåì â ìîìåíò
âðåìåíè 0 è ê ìîìåíòó âðåìåíè d äîëæíû âûïîëíèòü ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî çàêàçîâ.

Ðåøåíèå. Âûïîëíÿåì çàêàçû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ti.

2. Óñëîâèå. Åñòü çàêàçû, ó êàæäîãî çàêàçà åñòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
ti è ñâîé deadline di. Çàêàçû ìîæíî âûïîëíÿòü â ëþáîì ïîðÿäêå.
Ìû íà÷èíàåì â ìîìåíò âðåìåíè 0 è äîëæíû óñïåòü âûïîëíèòü âñå
çàêàçû äî èõ deadline-îâ.

Ðåøåíèå. Âûïîëíÿåì çàêàçû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ di.

3. Óñëîâèå. Åñòü êîðîáêè, ó êàæäîé êîðîáêè åñòü ìàññàmi è ìàêñèìàëüíàÿ
ñóììàðíàÿ ìàññà, êîòîðóþ ìîæíî ïîñòàâèòü íà êîðîáêó ñâåðõó,
÷òîáû êîðîáêà íå ñëîìàëàñü wi. Íóæíî ïîñòðîèòü âåðòèêàëüíóþ
áàøíþ, èñïîëüçóÿ âñå êîðîáêè.

Ðåøåíèå. Áàøíÿ ñíèçó ââåðõ = êîðîáêè â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ
mi + wi. Äîêàçàòåëüñòâî: ñàìàÿ íèæíÿÿ êîðîáêà îáëàäàåò ñâîéñòâîì
wi >

∑
j 6=i

mj ⇒ wi + mi >
∑
j

mj = const ⇒ âíèç ìîæíî ñìåëî

ñòàâèòü êîðîáêó ñ ìàêñèìàëüíûì wi +mi.

4. Óñëîâèå. Åñòü çàêàçû, ó êàæäîãî çàêàçà åñòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
ti è øòðàô wi. Åñëè i-é çàêàç íà÷àòü âûïîëíÿòü â ìîìåíò âðåìåíè

1Äëÿ çàäà÷è î ðþêçàêå áåç ñòîèìîñòåé (íàïðèìåð, íàáðàòü âåùåé ñóììàðíîãî
ðàçìåðà ðîâíî s) ìîæíî âîññòàíîâèòü îòâåò áåç èçâðàùåíèé, èñïîëüçóÿ òàêæå
ëèíåéíóþ ïàìÿòü. Òåì íå ìåíåå, â íàøåì ñëó÷àå áåç èçâðàùåíèé íå ïîëó÷èòñÿ.
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Ci, òî ê ñóììàðíîìó øòðàôó ïðèáàâèòñÿ âåëè÷èíà wiCi. Çàêàçû
ìîæíî âûïîëíÿòü â ëþáîì ïîðÿäêå. Ìû íà÷èíàåì â ìîìåíò âðåìåíè
0. Íóæíî âûïîëíèòü âñå çàêàçû, ìèíèìèçèðóÿ ñóììàðíûé øòðàô.

Ðåøåíèå. Âûïîëíÿåì çàêàçû â ïîðÿäêå óáûâàíèå wi

ti
. Äîêàçàòåëüñòâî:

ðàññìîòðèì äâà ñîñåäíèõ (â ïîðÿäêå âûïîëíåíèÿ) çàêàçà, âûïèøåì
óñëîâèå, êîãäà èõ âûãîäíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè. Óñëîâèå: w2t1 > w1t2.

5. Óñëîâèå. Äàíû n ñòðîê, íóæíî èõ ñêîíêàòåíèðîâàòü â òàêîì
ïîðÿäêå, ÷òîáû êîíêàòåíàöèÿ áûëà ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíà.

Ðåøåíèå. Ñîðòèðóåì ñòðîêè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ
bool less(string a, string b) { return a + b < b + a; }

Äîêàçàòåëüñòâî: ñì. ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó.

Ñôîðìóëèðóåì îáùèé ïðèíöèï æàäíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñîðòèðîâêîé.
Íóæíî ïðèäóìàòü ïðàâèëüíûé êîìïàðàòîð. ×òîáû åãî ïðèäóìàòü, äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé n = 2 è ïîíÿòü, êàêîé èç ïîðÿäêîâ (1, 2) èëè (2, 1)
âûãîäíåé. Îäèí èç ñïîñîáîâ ïîíÿòü, êàêîé èç ïîðÿäêîâ âûãîäíåé �
ââåñòè ôóíêöèþ îöåíêè. Äëÿ çàäà÷è (4) èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ îöåíêè
F (1, 2) = w2t1 ¾ñóììàðíûé øòðàô, êîòîðûé ìû çàïëàòèì¿. Äëÿ çàäà÷è (5)
èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ îöåíêè F (s, t) = st ¾êîíêàòåíàöèÿ¿. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè F êîìïàðàòîð âûãëÿäåòü òàê:
bool less(type a, type b) { return F(a, b) < F(b, a); }

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî, åñëè îòíîøåíèå ïîëó÷èëîñü íåòðàíçèòèâíûì, ðåøåíèå
çàâåäîìî íåêîððåêòíî.

• Åùå äâå çàäà÷è íà ñîðòèðîâêó
Ðåøèì äâå áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è íà òåìó ¾ñîðòèðîâêà¿.

1. Óñëîâèå. Çàäà÷à ¾Äâà êîíâåéåðà¿: åñòü n äåòàëåé è äâà êîíâåéåðà,
i-þ äåòàëü íóæíî îáðàáàòûâàòü ñïåðâà ai åäèíèö âðåìåíè íà ïåðâîì
êîíâåéåðå, çàòåì bi íà âòîðîì. Ïîðÿäêè âûïîëíåíèÿ äåòàëåé íà
ïåðâîì è âòîðîì êîíâåéåðàõ äîëæåí áûòü îäèíàêîâû. Íóæíî âûáðàòü
ïîðÿäîê îáðàáîòêè äåòàëåé òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ìîìåíò
âðåìåíè, êîãäà âñå äåòàëè îáðàáîòàíû.

Ðåøåíèå. Ðåøàåì çàäà÷ó äëÿ n = 2. F (1, 2) = a1+max(a2, b1)+b2.
Èñïîëüçóåì ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ äëÿ ñîçäàíèÿ êîìïàðàòîðà:
i < j ⇔ ai +max(aj, bi) + bj < aj +max(ai, bj) + bi
Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî ai+aj+ bi+ bj = const, ïîëó÷àåì áîëåå êîðîòêèé
âàðèàíò: i < j ⇔ min(aj, bi) > min(ai, bj)

2. Óñëîâèå. Äàíû íåñêîëüêî ñòðîê, ñîñòîÿùèõ èç êðóãëûõ ñêîáîê.
Íóæíî ñêîíêàòåíèðîâàòü èõ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå òàê, ÷òîáû êîíêàòåíàöèÿ
áûëà ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
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Ðåøåíèå. Áàëàíñîì íàçîâåì êîëè÷åñòâî óæå îòêðûòûõ ñêîáîê
ìèíóñ êîëè÷åñòâî óæå çàêðûòûõ ñêîáîê. Êàæäàÿ ñòðîêà õàðàêòåðèçóåòñÿ
äâóìÿ ïàðàìåòðàìè � ìèíèìàëüíûé áàëàíñ âíóòðè (èëè íà êîíöàõ)
ñòðîêè (ai) è áàëàíñîì â êîíöå ñòðîêè (bi). ai 6 0, ai 6 bi. Ñïåðâà
âîçüìåì â ëþáîì ïîðÿäêå âñå ñòðîêè, ó êîòîðûõ ai > 0. Çàòåì
áóäåì óâåëè÷èâàòü áàëàíñ (ò.å. âîçüìåì âñå bi > 0). Èõ íóæíî
îòñîðòèðîâàòü ïî óáûâàíèþ ai. Îñòàëèñü òîëüêî ñòðîêè âèäà ai 6
bi < 0. Îòñîðòèðóåì èõ óíèâåðñàëüíûì êîìïàðàòîðîì, ìàêñèìèçèðóÿ
¾ìèíèìàëüíûé áàëàíñ¿. i < j ⇔ min(bi, ai + bj) > min(bj, aj + bi).
Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ai + bj < bj è aj + bi < bi, ïîëó÷àåòñÿ i < j ⇔
ai + bj > aj + bi ⇔ ai − bi > aj − bj

• Ñîðòèðóåì, çàòåì äèíàìèêà
Äàâàéòå óñëîæíèì ¾çàäà÷ó ïðî êîðîáêè¿, ¾çàäà÷ó ïðî ñêîáêè¿ è

¾çàäà÷ó ïðî çàêàçû ñ deadline-àìè¿.

1. ¾Çàäà÷à ïðî êîðîáêè¿. Òåïåðü íå îáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàòü
âñå êîðîáêè. Íóæíî ïîñòðîèòü áàøíþ, èñïîëüçóÿ ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî êîðîáîê.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îòâåò. Òå êîðîáêè, êîòîðûå â íåãî âõîäÿò,
ìîæíî áðàòü â ïîðÿäêå, çàäàííîì óæå ðàçîáðàííîé æàäíîñòüþ.
Äàâàéòå âñå èñõîäíûå êîðîáêè îòñîðòèðóåì â òàêîì ïîðÿäêå. Òîãäà
áàøíÿ � êàêàÿ-òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàññèâà êîðîáîê. Áóäåì
ñòðîèòü áàøíþ ñâåðõó âíèç. Ïîñ÷èòàåì äèíàìèêó Mij, ãäå i �
êîëè÷åñòâî óæå ðàññìîòðåííûõ êîðîáîê, j � ñêîëüêî èç íèõ ìû
âçÿëè â áàøíþ, Mij � ìèíèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ ñóììàðíàÿ ìàññà
êîðîáîê â áàøíå èëè+∞, åñëè òàêóþ áàøíþ ïîñòðîèòü íåâîçìîæíî.
Î÷åðåäíóþ êîðîáêó ìû ìîæåì íå âêëþ÷èòü â áàøíþ èëè, åñëè
wi > Mij, âêëþ÷èòü. Îòâåò íà çàäà÷ó � òàêîå ìàêñèìàëüíîå j :
Mnj 6= +∞. Ïîëó÷èëè ðåøåíèå çà O(sort) +O(n2).

2. ¾Çàäà÷à ïðî ñêîáêè¿. Òåïåðü íå îáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàòü âñå
ñòðîêè. Ñóììàðíàÿ äëèíà ñòðîê íå áîëåå s. Íóæíî âçÿòü êîíêàòåíàöèþ
íåêîòîðûõ ñòðîê òàê, ÷òîáû ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ïðåôèêñ íåêîòîðîé
ïðàâèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ò.å. â ñåðåäèíå áàëàíñ íèêîãäà
íå áûë ìåíüøå íóëÿ, à â êîíöå îí ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì), à
äëèíà êîíêàòåíàöèè áûëà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé. Ðåøàåì òàêæå,
êàê è ¾êîðîáêè¿. Bij � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé áàëàíñ â êîíöå
ñòðîêè, åñëè ìû óæå ðàññìîòðåëè i ñòðîê è âçÿëè èç íèõ íåñêîëüêî
ñóììàðíîé äëèíû j, èëè −1, åñëè íåëüçÿ òàê ñäåëàòü, íå îïóñêàÿ
áàëàíñ íèæå íóëÿ. Îòâåò íà çàäà÷ó � òàêîå ìàêñèìàëüíîå j :
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Bnj 6= −1. Ïîëó÷èëè ðåøåíèå çà O(sort)+O(ns). Çàäà÷à äîñòóïíà
íà òèìóñå ïîä íîìåðîì 1745.

3. ¾Çàêàçû ñ deadline-àìè¿. Â ïðîøëîé çàäà÷å ó êàæäîãî çàêàçà
áûë ñâîé deadline di è âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ti, íóæíî áûëî óñïåòü
âûïîëíèòü âñå çàêàçû. Ðåøåíèåì áûëà ñîðòèðîâêà ïî âîçðàñòàíèþ
di. Íîâàÿ âåðñèÿ: íóæíî óñïåòü âûïîëíèòü êàê ìîæíî áîëüøå
çàêàçîâ. Ðåøåíèå = (ñîðòèðîâêà ïî âîçðàñòàíèþ di) + (äèíàìèêà
Tij), ãäå i � ñêîëüêî çàêàçîâ ìû óæå ðàññìîòðåëè, j � ñêîëüêî èç
íèõ ìû óæå âûïîëíèëè, Tij � ìèíèìàëüíîå ñóììàðíîå ïîòðà÷åííîå
âðåìÿ.

• Èçáàâëÿåìñÿ îò äèíàìèêè
Íà ïðèìåðå çàäà÷è ¾Çàêàçû ñ deadline-àìè¿ ïîêàæåì, êàê ìîæíî

ðåøèòü çàäà÷ó áåç äèíàìèêè è ïîëó÷èòü ðåøåíèå çà O(n log n).
Ñïîñîá 1.
Íàáëþäåíèå: åñëè ìû óæå âûáðàëè ìíîæåñòâî çàêàçîâ, êîòîðûå ñîáèðàåìñÿ

âûïîëíèòü, ìîæíî âûïîëíèòü èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ di. Ðåøåíèå:
îòñîðòèðóåì ïî âîçðàñòàíèþ di è â òàêîì ïîðÿäêå áóäåì ïðîáîâàòü çàêàçû
áðàòü. Åñëè î÷åðåäíîé çàêàç âçÿòü íå ïîëó÷àåòñÿ (ò.å. ìû íå óñïååì
åãî âûïîëíèòü ê ìîìåíòó åãî deadline), ïðîáóåì çàìåíèòü êàêîé-òî óæå
âçÿòûé íà íàø. Çàìåíÿòü íóæíî, åñëè ti < tmax, ãäå tmax � ìàêñèìàëüíîå
âðåìÿ âûïîëíåíèå ïî âñåì óæå âçÿòûì çàêàçàì. ×òîáû ïîääåðæèâàòü
âåëè÷èíó tmax, èñïîëüçóåì set<int>.

Ñïîñîá 2.
Íàáëþäåíèå: åñëè ∀i : di > ti (à åñëè íåò, òî ìîæíî ÷àñòü çàêàçîâ

ñðàçó âûêèíóòü), òî âñåãäà âûãîäíî âûïîëíèòü çàêàç ñ ìèíèìàëüíûì
ti (íå ôàêò, ÷òî ïåðâûì, íî òî÷íî âûïîëíèòü). Äîêàçàòåëüñòâî: ïóñòü
ìû íå âçÿëè çàêàç ñ ìèíèìàëüíûì ti, âîçüìåì ïåðâûé çàêàç â ïîðÿäêå
âûïîëíåíèÿ è çàìåíèì íà çàêàç ñ ìèíèìàëüíûì ti. Îòâåò íå óõóäøèëñÿ,
äîêàçàëè. Ïîëó÷èëè ðåøåíèå: ñîðòèðóåì çàêàçû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
ti. Â òàêîì ïîðÿäêå ïûòàåìñÿ äîáàâëÿòü çàêàçû â ìíîæåñòâîA= {çàêàçû,
êîòîðûå òî÷íî íóæíî âûïîëíèòü}. ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ìîæíî äîáàâèòü
çàêàç j â ìíîæåñòâîA, îòñîðòèðóåìA ïî di è ïîñìîòðèì, ÷òî íåò ïðîòèâîðå÷èé.
×òîáû ïðîâåðèòü çà O(log n), ìîæíî ëè äîáàâèòü çàêàç j, íóæíî õðàíèòü
A â äåêàðòîâîì äåðåâå ïî di ñ ôóíêöèåé â âåðøèíå fi = di−

∑
j∈ëåâîå ïîääåðåâî

tj

à òàêæå ôóíêöèåé â âåðøèíå mi = min
j∈ïîääåðåâî

fj.
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5 Êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà

• Ïîìå÷åííûå äåðåâüÿ
Ïóñòü âñå âåðøèíû èìåþò íîìåðà 1, 2, . . . n, è ïîýòîìó ðàçëè÷íû.

Òîãäà äåðåâüÿ (1, 2), (2, 3) è (1, 3), (3, 2) ðàçëè÷àþòñÿ. Òåîðåìà Êåëëè
ãîâîðèò, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ èç n âåðøèí = nn−2. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà, ìîæíî, íàïðèìåð, çàêîäèðîâàòü äåðåâî Êîäîì
Ïðþôåðà: ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàåì ëèñò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, óäàëÿåì
åãî èç äåðåâà è çàïèñûâàåì íîìåð åãî îòöà. Ïîëó÷èëè ìàññèâ èç n − 1
÷èñëà, ïîñëåäíåå ÷èñëî âñåãäà ðàâíî n. Åñëè ìû íàó÷èìñÿ ïî êîäó
Ïðþôåðà îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàòü äåðåâî, ìû ïîëó÷èì, ÷òî êîëè÷åñòâî
äåðåâüåâ = êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ êîäîâ Ïðþôåðà = nn−2. Âîññòàíîâëåíèå
äåðåâà ïî êîäó Ïðþôåðà ïðåäëàãàåòñÿ ïðèäóìàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

• Íåïîìå÷åííûå äåðåâüÿ
Êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè äåðåâüåâ íàçîâåì ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ

ìíîæåñòâî ïîïàðíî èçîìîðôíûõ äåðåâüåâ. Êîëè÷åñòâî íåïîìå÷åííûå
äåðåâüåâ èç n-âåðøèí � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
äåðåâüåâ èç n âåðøèí. Äàâàéòå íàó÷èìñÿ ñ÷èòàòü ýòî êîëè÷åñòâî. Îáîçíà÷èì
çà fn,d êîëè÷åñòâî íåïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ èç n âåðøèí ãëóáèíû
d (ãëóáèíà äåðåâà èç îäíîé âåðøèíû ðàâíà åäèíèöå).

1. Îòâåò íà çàäà÷ó âûðàæàåòñÿ ÷åðåç fn,d ñëåäóþùèì îáðàçîì:
2d6n+1∑
d=1

(
(x+

2a<n∑
a=1

fa,d · fn−a,d) + (fn,d −
a<n∑
a=1

fa,d−1 · Fn−a,d)
)

çäåñü Fn,d =
i<d∑
i=1

fn,i, à x = D(fn/2,d, 2), åñëè n êðàòíî äâóì, è íóëþ â

èíîì ñëó÷àå. D(n, k) � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n îáúåêòîâ
k óïîðÿäî÷åííûõ îáúåêòîâ ñ ïîâòîðåíèÿìè. D(n, k) =

(
n+k−1

k

)
Â

ýòîé äëèííîé ôîðìóëå ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ
¾öåíòð äåðåâà � ðåáðî¿, à âòîðûå äâà ñëó÷àþ ¾öåíòð äåðåâà �
âåðøèíà¿.

2. Ó êàæäîãî êîðíåâîãî äåðåâà åñòü äâå îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèêè
� êîëè÷åñòâî âåðøèí n è ãëóáèíà d. Íàçîâåì ïàðó (d, n) òèïîì
äåðåâà. Òèïû åñòåñòâåííûì îáðàçîì óïîðÿäî÷èâàþòñÿ � ñïåðâà ïî
d, çàòåì ïî n. ×òîáû ïîñ÷èòàòü fn,d, çàâåäåì âíóòðåííþþ äèíàìèêó
gn,d,x, êîòîðàÿ áóäåò íàáèðàòü â ïîääåðåâî äåòåé â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
òèïà. gn,d,x � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ íàáðàòü äåðåâî èç n âåðøèí,
ó êîðíÿ êîòîðîãî âñå äåòè èìåþò òèï ñòðîãî ìåíüøå (d, x). Òîãäà
fn,d = gn,d,1−gn,d−1,1 (âñå äåðåâüÿ èç n âåðøèí âûñîòû ñòðîãî ìåíüøå
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d+1 ìèíóñ âñå äåðåâüÿ èç n âåðøèí âûñîòû ñòðîãî ìåíüøå d, ïëþñ
åäèíèöà áåðåòñÿ îò òîãî, ÷òî ìû ó÷ëè êîðåíü äåðåâà).

3. Îñòàëîñü âûïèñàòü ôîðìóëó ïåðåñ÷åòà äëÿ gn,d,x.

gn,d′ ,x′ =
ax<n∑
a=0

gn−xa,d,x ·D(fx,d, a)

Çäåñü (d
′
, x

′
) � ñëåäóþùèé òèï ïîñëå (d, x)

(d' := d, x' = x + 1; if (x' = maxN) { d'++, x' := 0 })

4. Áàçà äèíàìèêè: f1,1 = 1, g1,1,1 = 1.

• Íåïîìå÷åííûå äåðåâüÿ, îïòèìèçèðóåì ðåøåíèå

1. Ñ òî÷êè çðåíèÿ îëèìïèàä ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ
ìîæíî ïðåäïîäñ÷èòàòü.

2. Çàìåòèì, ÷òî äèíàìèêó g ìîæíî ðàçáèòü ïî ñëîÿì ïî d (ò.ê. åñòü
òîëüêî ïåðåõîäû d→ d, d+1). Ñäåëàåì ýòî, òåïåðü ó íàñ êâàäðàòíàÿ
ïàìÿòü ⇒ êýøèðóåòñÿ ëó÷øå ⇒ ðàáîòàåò áûñòðåå.

3. Ïðè a > 0 è fx,d = 0 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî D(fx,d, a) = 0, ïîýòîìó, åñëè
fx,d = 0, è a óæå áîëüøå íóëÿ, äåëàåì break èç öèêëà ïî a.

4. D-øêè, êàê è C-øêè (ñî÷åòàíèÿ èç n ïî k) áûñòðî ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ.
D(f, k + 1) =

(
f+k
k+1

)
=
(
f+k−1

k

)
· f+k

k+1
= D(f, k) · f+k

k+1
Òàêèì îáðàçîì

êàæäóþ ñëåäóþùóþ D(fx,d, a) ìû áóäåì ïîëó÷àòü çà O(1).

Íà ýòîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû èñïîëüçóåìO(n2) ïàìÿòè èO(n3 log n)
âðåìåíè, è îñòàíîâèòüñÿ (ëîãàðèôì âûëåç èç óñëîâèÿ ax < n, êîëè÷åñòâî
ïàð a è x, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó îãðàíè÷åíèþ, O(n log n)).

• Íåïîìå÷åííûå äåðåâüÿ, ó÷èìñÿ áðàòü ïî ìîäóëþ
Â çàäà÷å íà êîíòåñòå ïðåäëàãàëîñü ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî íåïîìå÷åííûõ

äåðåâüåâ èç n âåðøèí ïî ìîäóëþ 232. Ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü è óìíîæàòü
ïî ýòîìó ìîäóëþ î÷åíü óäîáíî � ñ÷èòàåì âñå â òèïå unsigned int, íå
îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà ïåðåïîëíåíèÿ. Äåëèòü íà íå÷åòíîå ÷èñëî ìîæíî
èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé ìåòîä: a−1 mod 232 = aϕ(2

32)−1 mod 232 = a2
31−1

mod 232 = (a2
16−1)2 ·a mod 232 = . . . Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü

îáðàòíîå ÷èñëî çà 10 óìíîæåíèé. Âîïðîñ â òîì, êàê äåëèòü íà ÷åòíîå
÷èñëî? Äåëèòü íà ÷åòíîå ÷èñëî íàì ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ òîëüêî âî
âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ

(
n
k

)
. Ïðè÷åì

(
n
k

)
� öåëîå ÷èñëî, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
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íàó÷èòüñÿ òîëüêî óìíîæàòü è äåëèòü (ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ íå íóæíû).
×èñëà âèäà 2ka, ãäå a íå÷åòíîå, îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ. Óìíîæåíèå:
(k1, a1) · (k2, a2) = (k1 + k2, a1 + a2), Äåëåíèå: (k1, a1)/(k2, a2) = (k1 −
k2, a1/a2). Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü

(
n
k

)
, èñïîëüçóÿ ÷èñëà èìåííî òàêîãî

âèäà. Îñòàëàñü òîëüêî îäíà ïðîáëåìà, ïî õîäó àëãîðèòìà íóæíî ñ÷èòàòü(
fx,d
k

)
, ãäå fx,d óæå âçÿòî ïî ìîäóëþ 232. Âîïðîñ: èçìåíèòñÿ ëè îñòàòîê

¾ñî÷åòàíèÿ èç n ïî k¿ ïî ìîäóëþ 232, åñëè n ïîñ÷èòàòü ïî ìîäóëþ 232?
Îòâåò: èçìåíèòñÿ. Ðåøåíèå ïðîáëåìû: áóäåì ñ÷èòàòü âñå ïî ìîäóëþ 264,
óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îñòàòîê ïî ìîäóëþ 232 áóäåò ïîñ÷èòàí âåðíî :-)

6 Äâà óêàçàòåëÿ â äèíàìèêå

• Çàäà÷à ïðî ïðîôåññîðà è òðàíçèñòîðû

1. Óñëîâèå. Ó ïðîôåññîðà åñòü k òðàíçèñòîðîâ è n-ýòàæíûé äîì.
Ïðîôåññîð òî÷íî çíàåò, ÷òî åñëè áðîñèòü òðàíçèñòîð ñ ïåðâîãî
ýòàæà, îí íå ðàçîáüåòñÿ, åñëè åãî áðîñèòü ñ n-ãî ýòàæà, òî ðàçîáüåòñÿ,
à òàêæå ÷òî ôóíêöèÿ f(i) ¾ðàçîáüåòñÿ ëè òðàíçèñòîð, åñëè åãî
áðîñèòü ñ i-ãî ýòàæà¿ ìîíîòîííà. Ïîìîãèòå ïðîôåññîðó çà ìèíèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî áðîñêîâ òðàíçèñòîðîâ â õóäøåì ñëó÷àå îïðåäåëèòü òàêîå
i, ÷òî x(i) = 0, x(i+ 1) = 1.

2. Ðåøåíèå. Ïóñòü fn,k � îòâåò íà çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðàìè (n, k). Ïî
óñëîâèþ f2,k = 0, fn,k = min

i=2..n−1
max(fi,k−1, fn−i+1,k). Åñëè ïîñ÷èòàòü

â ëîá, ïîëó÷àåòñÿ O(n2k).

3. Ìûñëü 1. Åñëè k > log2 n, òî ìîæíî äåëàòü äâîè÷íûé ïîèñê,
ïîýòîìó ìîæíî ñäåëàòü â íà÷àëå k = min(k, dlog2 ne). Òåïåðü ðåøåíèå
ðàáîòàåò çà O(n2 log n).

4. Ìûñëü 2. fi,k 6 fi+1,k, ïîýòîìó fi,k−1↓, fn−i+1,k ↑, è ìèíèìóì
ôóíêöèèmax(fi,k−1, fn−i+1,k) ìîæíî íàéòè áèíàðíûì ïîèñêîì (èùåì
êîðåíü ôóíêöèè fi,k−1−fn−i+1,k). Òåïåðü ðåøåíèå ðàáîòàåò çàO(n log2 n).

5. Ìûñëü 3. Îáîçíà÷èì çà pn,k îïòèìàëüíîå i, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ
â ôîðìóëå ïåðåñ÷åòà. Òîãäà pn,k 6 pn+1,k è ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ìåòîä äâóõ óêàçàòåëåé: èçíà÷àëüíî äåëàåì pn+1,k = pn,k è, ïîêà
ôóíêöèÿ íå óõóäøàåòñÿ, óâåëè÷èâàåì pn+1,k íà 1. Òåïåðü ðåøåíèå
ðàáîòàåò çà O(n log n).
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6. Ýïèëîã. Íà ñàìîì äåëå äàííàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå äëÿ n, k 6
1018, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî fn,1 = n − 2, à fn,2 ≈ n

1
2 ,

à fn,k ≈ n
1
k , áîëåå-ìåíåå òî÷íî ïîäîáðàòü ôîðìóëû (îãðàíè÷åíèÿ

ñíèçó è ñâåðõó) è ñ÷èòàòü äèíàìèêó ëåíèâî, ïðîïóñêàÿ âñå çàâåäîìî
íåîïòèìàëüíûå ñîñòîÿíèÿ.

• Ðàçáîð çàäà÷è ïðî ñóììû (Day1-G)

1. Óñëîâèå. Åñòü óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ èç n ÷èñåë, íóæíî âûáðàòü
k èç íèõ òàê, ÷òîáû ñóììà ðàññòîÿíèé îò êàæäîãî èç n ÷èñåë äî
áëèæàéøåãî èç k âûáðàííûõ áûëà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé.

2. Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìàññèâ èç n ÷èñåë â ðåçóëüòàòå ðàçîáüåòñÿ
íà k îòðåçêîâ. Îòâåò äëÿ îäíîãî îòðåçêà ìîæíî ïîñ÷èòàòü çà
O(1) � íóæíî âûáðàòü ñðåäíåå ÷èñëî (åñëè ÷èñåë íà îòðåçêå k,
áåðåì ÷èñëî ñ íîìåðîì k

2
, îêðóãëÿåì â ëþáóþ ñòîðîíó), êîãäà ÷èñëî

âûáðàíî, ñóììó ìû ïîëó÷àåì çà O(1), èñïîëüçóÿ ïðåäïîäñ÷èòàííûå
÷àñòè÷íûå ñóììû. Ïóñòü fi,j � ìèíèìàëüíàÿ ñóììà ðàññòîÿíèé,
êîòîðàÿ ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, åñëè ïåðâûå i ÷èñåë ðàçáèòü íà j îòðåçêîâ.
Áàçà ýòîé äèíàìèêè óæå åñòü, ìû çíàåì îòâåòû äëÿ j = 1. Ñäåëàåì
ïåðåõîä:

fi,j = min
p=1...i

(fp,j−1 + sp+1,i)

ãäå sl,r � çíà÷åíèå ñóììû äëÿ îòðåçêà [l . . . r]. Åñëè îòðåçîê ïóñò,
sl,r = 0. Äàííàÿ äèíàìèêà èìååò O(nk) ñîñòîÿíèé è ñ÷èòàåòñÿ çà
âðåìÿ O(n2k).

3. Îïòèìèçèðóåì ðåøåíèå. pn+1,k > pn,k. Èíà÷å, îòêèíóâ ïîñëåäíåå
÷èñëî, ìû áû ïîëó÷èëè áîëåå õîðîøåå ðàçáèåíèå íà îòðåçêè äëÿ
ñîñòîÿíèÿ (n, k). Àíàëîãè÷íî pn,k > pn−1,k. Òåïåðü ìåíåå òðèâèàëüíûé
ôàêò: pn,k−1 6 pn,k 6 pn,k+1. Êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ÿ ê ñîæàëåíèþ
ïðèâåñòè íå ìîãó. Òåì íå ìåíåå, íàñ÷èòàâ âñå pn,k è fn,k, ýòîò ôàêò
ëåãêî ïðîâåðèòü íà ñóùåñòâóþùèõ òåñòàõ. Èç äâóõ âûøåïðèâåäåííûõ
íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

pn,k−1 6 pn,k 6 pn+1,k

Äàâàéòå áóäåì ïåðåáèðàòü pn,k ðîâíî â òàêîì äèàïàçîíå. Ìîæíî
ñ÷èòàòü pn+1,i = n. Ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû =

k∑
i=2

n∑
j=1

(pj+1,i − pj,i−1 + 1) = O(n2)
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Çàìåòèì, ÷òî ïî÷òè âñå pi,j ïðèñóòñòâóþò â ñóììå, êàê ñî çíàêîì
ïëþñ, òàê è ñî çíàêîì ìèíóñ. Ò.å., âñå óñïåøíî ñîêðàòèòñÿ. Ïîýòîìó
O(n2). Ïîêàæåì òàêæå, ÷òî ïðè k > 2 âðåìÿ ðàáîòû ìîæåò áûòü
ïîðÿäêà n2. Ïóñòü k = 2, ai = i, òîãäà âûãîäíî äåëèòü ðàâíîìåðíî,
ò.å. pn,k = n − n

k
. Âñå çíà÷åíèÿ ïðè k = 1 ïîñ÷èòàíû çà O(1),

ïîñ÷èòàåì âðåìÿ ïîòðà÷åííîå äëÿ k = 2:
n∑

j=1

(pj+1,2 − pj,1 + 1) =

n∑
j=1

( j+1
2
− 0 + 1) ≈ n2

4

• Ðàçáîð çàäà÷è command-post

1. Óñëîâèå. Äàíû n ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà îêðóæíîñòè, íóæíî âûáðàòü
3 6 k èç íèõ òàê, ÷òîáû ïëîùàäü ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãîóãîëüíèêà
áûëà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé, è öåíòð îêðóæíîñòè îáÿçàòåëüíî
ëåæàë âíóòðè. Âòîðîå óñëîâèå â ïðèíöèïå ìîæíî îïóñòèòü, òàê
êàê, åñëè öåíòð íå ëåæèò âíóòðè, òî, èëè íåâîçìîæíî ïîìåñòèòü
öåíòð âíóòðü ìíîãîóãîëüíèêà, èëè òåêóùèé ìíîãîóãîëüíèê íå ìàêñèìàëåí.

2. Ðåøåíèå. Ñîñòîÿíèå: ìû âçÿëè òî÷êó l, òî÷êó r, è íà îòðåçêå
(l . . . r) õîòèì âçÿòü åùå k òî÷åê. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå [i, i, k − 1]
äëÿ âñåõ i. Ïàðà (i, i) îçíà÷àåò, ÷òî ìû äîëæíû ñäåëàòü ïîëíûé
êðóã. Ïåðåõîä:

fl,r,k = max
m=l+1..r−1

(fl,m,0 + fm,r,k−1)

Ïîëó÷èëè ðåøåíèå çà O(n3k).

3. Ìûñëü 1. Äàâàéòå ðàçáèâàòü k òî÷åê íå íà 1 è k − 1, à íà k/2
è k − k/2. Òîãäà ðàçëè÷íûõ k áóäåò O(log k), à ñóììàðíîå âðåìÿ
ðàáîòû O(n3 log k).

4. Ìûñëü 2. Îïòèìàëüíîåm áóäåì çàïîìèíàòü â pl,r. Óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî pl,r−1 6 pl,r 6 pl+1,r. Áóäåì ïåðåáèðàòü pl,r â óêàçàííîì ïðîìåæóòêå.
Ïîëó÷èì ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû äëÿ êàæäîãî k ðàâíîå

∑
l,r

(pl+1,r − pl,r−1).

Ïî÷òè âñå pi,j ïðèñóòñòâóþò â ñóììå, êàê ñî çíàêîì ïëþñ, òàê è ñî
çíàêîì ìèíóñ, ïîýòîìó ñóììà ðàâíà O(n2). Ïîëó÷èëè àñèìïòîòèêó
O(n2 log k).
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7 Ðàçáèåíèå ÷èñëà íà ñëàãàåìûå

Óñëîâèå çàäà÷è: äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà n ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî
ðàçáèåíèé ýòîãî ÷èñëà íà ñëàãàåìûå. Ïðè ýòîì ðàçáèåíèÿ 1 + 2 è 2 + 1
ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

• Ìàêñèìàëüíîå ñëàãàåìîå íå áîëåå k

Åñëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå, òî

fn,k = fn−k,k + fn,k−1

è ðåøåíèå âûãëÿäèò òàê:

f[0] = 1

for (x = 1; x <= k; x++)

for (i = 0; i + x <= n; i++)

f[i + x] += f[i]

Åñëè íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå, òî

fn,k = fn−k,k + fn−k,k−1

è ðåøåíèå âûãëÿäèò òàê:

f[0] = 1

for (x = 1; x <= k; x++)

for (i = n - x; i >= 0; i--)

f[i + x] += f[i]

• Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ íå áîëåå k

Åñëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå, òî

fn,k = fn−k,k + fn,k−1

Äîêàçàòåëüñòâî: èëè óìåíüøèëè âñå ñëàãàåìûå íà 1, èëè ñêàçàëè, ÷òî
ìåíüøåå èç ñëàãàåìûõ ðàâíî íóëþ. Åñëè íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü îäèíàêîâûå
ñëàãàåìûå, òî

fn,k = fn−k,k + fn−k,k−1

Ïî÷åìó ïîëó÷èëèñü ôîðìóëû òàêèå æå, êàê äëÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷?
Åñëè ñëàãàåìûå íàðèñîâàòü ïîäðÿä èäóùèìè êëåò÷àòûìè ñòîëáöàìè,
ïðè÷åì âûñîòà î÷åðåäíîãî ñòîëáöà ðàâíà âåëè÷èíå ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñëàãàåìîãî, òî ïîëó÷èòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ äèàãðàììà Þíãà. Çàìåòèì,
÷òî åå ìîæíî ðàçâîðà÷èâàòü íà 90 ãðàäóñîâ (ñìîòðåòü íà íåå ïîä äðóãèì

16



óãëîì). Êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ñëàãàåìûå ðàâíî êîëè÷åñòâó
äèàãðàìì Þíãà èç n êëåòîê. Êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ â äèàãðàììå ðàâíî
êîëè÷åñòâó ñëàãàåìûõ, âûñîòà ìàêñèìàëüíîãî ñòîëáöà â äèàãðàììå ðàâíî
ìàêñèìàëüíîìó ñëàãàåìîìó. Ïðè ïîâîðîòå íà 90 ãðàäóñîâ ïîíÿòèÿ ¾êîëè÷åñòâî
ñòîëáöîâ¿ è ¾âûñîòà ìàêñèìàëüíîãî ñòîëáöà¿ ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

• Íå áîëåå k è ðîâíî k

Åñëè fk � ðîâíî k, à Fk � íå áîëåå k, òî fk = Fk − Fk−1, à Fk =
∑
i

fi

• k ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ
Çàäà÷ó ïðî k ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ïðî ïðîèçâîëüíûå

ñëàãàåìûå. Äëÿ ýòîãî íóæíî èç i-ãî ñëàãàåìîãî âû÷åñòü i. Ïîëó÷èëîñü,
÷òî òåïåðü ÷èñëî n− k(k+1)

2
íóæíî ðàçáèòü íà k ïðîèçâîëüíûõ ñëàãàåìûõ,

à çàîäíî ìû ïîëó÷èëè, ÷òî k 6
√
n, ïîýòîìó çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà O(n

√
n)

8 Ýêâèâàëåíòíîñòü íåêîòîðûõ çàäà÷ ïðî æàäíîñòü

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷è è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

1. ¾Êîðîáêè¿. Ó êàæäîé êîðîáêè åñòü ìàññàmi è ìàêñèìàëüíûé âåñ
wi, êîòîðûé êîðîáêà ìîæåò âûäåðæàòü. Íóæíî ïîñòðîèòü ìàêñèìàëüíóþ
ïî êîëè÷åñòâó êîðîáîê áàøíþ.

2. ¾Çàêàçû ñ deadline-àìè¿. Ó êàæäîãî çàêàçà åñòü deadline di
è âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ti. Íóæíî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çàêàçîâ
óñïåòü âûïîëíèòü äî íàñòóïëåíèÿ deadline-à.

3. ¾Øêîëüíèêè â ÿìå¿. Øêîëüíèêè ïûòàþòñÿ âûáðàòüñÿ èç ÿìû
ãëóáèíû H. Ó êàæäîãî øêîëüíèêà åñòü äâà ïàðàìåòðà � äëèíà
ðóê li è âûñîòà hi. Øêîëüíèêè ìîãóò âñòàâàòü äðóã íà äðóãà
(âûíîñëèâîñòü øêîëüíèêà áåñêîíå÷íà). Åñëè âñå øêîëüíèêè âûñòðîèëèñü
â áàøíþ è li +

∑
hj > H, òî âåðõíèé øêîëüíèê ìîæåò âûëåçòè èç

ÿìû. Íóæíî ïðèäóìàòü òàêîé ïîðÿäîê âûëåçàíèÿ øêîëüíèêîâ èç
ÿìû, ÷òî ñïàñòèñü ñìîæåò ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî øêîëüíèêîâ.

4. ¾Àâòîðèòåòû¿ Ó Òîëèêà åñòü èçíà÷àëüíûé àâòîðèòåò A. Åñòü n
ëþäåé. i-é ÷åëîâåê íàâñåãäà ïðèñîåäèíèòñÿ ê Òîëèêó, åñëè àâòîðèòåò
Òîëèêà õîòÿ áû ai è Òîëèê åãî ïðèãëàñèò. Ïîñëå òîãî, êàê i-é
÷åëîâåê ïðèñîåäèíèòñÿ ê Òîëèêó, àâòîðèòåò Òîëèêà óâåëè÷èòñÿ íà
bi. È ai, è bi � öåëûå, âîçìîæíî îòðèöàòåëüíûå, ÷èñëà. Íóæíî
âûáðàòü ñòðàòåãèþ äëÿ Òîëèêà, ÷òîáû â èòîãå êîëè÷åñòâî åãî ñòîðîííèêîâ
áûëî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì.

17



• ¾Êîðîáêè¿ ↔ ¾Çàêàçû ñ deadline-àìè¿∑
mj 6 wi

mi +
∑

mj 6 wi +mi

di = wi +mi, ti = mi (âñå ti > 0, âñå mi > 0)

• ¾Êîðîáêè¿ ↔ ¾Øêîëüíèêè â ÿìå¿

Îáîçíà÷èì
∑

hi çà S, ðàññìîòðèì ëþäåé ñâåðõó âíèç.
li + (S −

∑
hj) > H (i � òåêóùèé ÷åëîâåê, j � ëþäè íàä íèì)

(S −H) + li >
∑

hj (ïåðåíåñëè è ñãðóïïèðîâàëè)
Ïîëó÷èëè mi = hi, wi = li + (S −H) (âñå mi > 0, âñå hi > 0)

• ¾Êîðîáêè¿ ↔ ¾Àâòîðèòåòû¿

Çàäà÷à ïðî àâòîðèòåòû ðåøàåòñÿ â äâà ýòàïà. Ñïåðâà ïûòàåìñÿ âçÿòü
âñåõ ëþäåé, ïîâûøàþùèõ àâòîðèòåò (bi > 0). Èõ ìû ïðîñòî îòñîðòèðóåì
ïî âîçðàñòàíèþ ai è â òàêîì ïîðÿäêå áóäåì ïûòàòüñÿ áðàòü. Òåïåðü ó íàñ
åñòü íåêîòîðûé àâòîðèòåò A, è êàæäûé î÷åðåäíîé ÷åëîâåê óìåíüøàåò
àâòîðèòåò (bi < 0).

A +
∑

bj > ai (i � òåêóùèé ÷åëîâåê, j � ëþäè ñ îòðèöàòåëüíûì bj,
êîòîðûõ ìû óæå âçÿëè)
−
∑

bj 6 A− ai
Ïîëó÷èëè wi = A− ai, mi = −bi (âñå mi > 0, âñå bi < 0)

• Ýïèëîã
Ïîñêîëüêó â êîíöå ãëàâû ïðî æàäíîñòü ìû óæå ïîêàçàëè, ÷òî çàäà÷à

¾Çàêàçû ñ deadline-àìè¿ ðåøàåòñÿ çà O(n log n) ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî
ñîðòèðîâêè è set<int>, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî çàäà÷è ¾Êîðîáêè¿,
¾Øêîëüíèêè â ÿìå¿, ¾Àâòîðèòåòû¿ ðåøàþòñÿ òàêîé æå æàäíîñòüþ çà
âðåìÿ O(n log n).

9 Ðàçáîð

• A. Áåëîñíåæêà è n ãíîìîâ.

Ñîðòèðîâêà ïî ai + bi.

• B. Ýëüôû è Îëåíè.

Îòñîðòèðóåì ìàññèâû a è b ïî âîçðàñòàíèþ. Çàïóñêàåì áèíàðíûé
ïîèñê ïî îòâåòó. ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî îòâåò > k, ãîâîðèì, ÷òî i-ÿ ïàðà
ýëüôîâ = (bi, bn−k+i), è çàïóñêàåì ìåòîä äâóõ óêàçàòåëåé ïî ¾ìàññèâó
îëåíåé¿ è ¾ìàññèâó ïàð ýëüôîâ¿.
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• C. Ïðèêëþ÷åíèå.
Ñì. ëåêöèþ. ¾×àñòü 8, çàäà÷à 3¿, à òàêæå ¾×àñòü 4, çàäà÷à ïðî

çàêàçû ñ deadline-àìè¿.

• D. Àâòîðèòåòû.
Ñì. ëåêöèþ. ¾×àñòü 8, çàäà÷à 4¿.

• E. Êîðîáêè.
Ñì. ëåêöèþ. ¾×àñòü 8, çàäà÷à 1¿.

• F. Ïðîñòûå ïóòè â äåðåâå.
Ïîäâåñèì äåðåâî çà ïðåâóþ âåðøèíó. Ïåðâûì dfs-îì íàñ÷èòàåì äëÿ

êàæäîé âåðøèíû v s1[v] � êîëè÷åñòâî âåðøèí â ïîääåðåâå âåðøèíû v, è
s2[v] � ñóììàðíóþ äëèíó âñåõ ïóòåé îò âåðøèíû v âíèç. Âòîðûì dfs-îì
ïî äåðåâó äëÿ êàæäîãî ðåáðà íàñ÷èòàåì îòâåò. Êàæäîå ðåáðî èìååò äâà
êîíöà � íèæíèé êîíåö a è âåðõíèé êîíåö b. Êîëè÷åñòâî âåðøèí ñíèçó �
s1[a], êîëè÷åñòâî âåðøèí ñâåðõó t1[b] = n− s1[a], ñóììàðíàÿ äëèíà ïóòåé
âíèç � s2[a], ñóììàðíóþ äëèíó ïóòåé ââåðõ t2[b] ìîæíî ïåðåñ÷èòûâàòü,
ïðè ñïóñêå âíèç: t2[a] = t2[b]+t1[b]+s2[b]−(s2[a]+s1[a]). Áàçà: t2[root] = 0.
Îòâåò äëÿ ðåáðà (a, b) âûðàæàåòñÿ òàê: s1[a] · t2[b]+s2[a] · t1[b]+s1[a] · t1[b].
• G. Ðåäóêöèÿ äåðåâà.
Ïîäâåñèì äåðåâî. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v íàñ÷èòàåì f[v,k]� ñêîëüêî

ðåáåð â ïîääåðåâå âåðøèíû v íóæíî ðàçðåçàòü, ÷òîáû êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
ñ êîðíåì â âåðøèíå v èìåëà ðàçìåð ðîâíî k. Äëÿ óäîáñòâà ïåðåñ÷åòà è
îöåíêè âðåìåíè ðàáîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåðåâî áèíàðíîå. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå íóæíî áóäåò äåëàòü âíóòðåííþþ äèíàìèêó ïî äåòÿì âåðøèíû v.
Èòàê, äåðåâî áèíàðíîå, ïåðåõîä äåëàåòñÿ òàê:

for (l = 1; l <= left_size; l++)

for (r = 1; r <= right_size; r++)

f[v, l+r] = min(f[v, l+r], f[left, l] + f[right, r])

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà
∑

v=1..n

(left_size[v]·right_size[v]). Óòâåðæäàåòñÿ,

÷òî ýòî O(n2). Ïîäðîáíåå ñìîòðèòå çäåñü:
http://codeforces.ru/blog/entry/6703#comment-122804

• H. Èçîìîðôíûå äåðåâüÿ.
Ñì. ëåêöèþ. ¾×àñòü 5¿.

• I. K ìèíèìóìîâ íà îòðåçêå.

Ñì. ëåêöèþ. ¾×àñòü 2¿.
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Îïåðàöèè L++, L--, R++, R-- äåëàåì ñ ïîìîùüþ multiset<int>

Ïîëó÷àåì ðåøåíèå çà O((n+ q)
√
n log n+ qk)

• J. Èíâåðñèè îòðåçêà.
Ñì. ëåêöèþ. ¾×àñòü 2¿.
Ìíîæåñòâî ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùåå îòðåçêó [L..R] õðàíèì â äåðåâå

Ôåíâèêà. Îïåðàöèè L++, L--, R++, R-- îáðàáàòûâàåì ñ ïîìîùüþ äåðåâà
Ôåíâèêà çà O(log n).

• K. Ïðîäóêòèâíûé áèíïîèñê.
Ñïåðâà âûïèøåì äèíàìèêó ïî ïîäîòðåçêàì çà O(n3).

fl,r = min
m=l+1...r−1

(max(fl,m−1, fm+1,r) +m)

Çàìåòèì, ÷òî fl+1,r 6fl,r 6 fl,r+1. Ïîýòîìó fl,m−1 âîçðàñòàåò ïî m, à
fm+1,r óáûâàåò ïî m. Íàéäåì ìèíèìàëüíîå p: fp+1,r 6 fl,p−1. Ïîçèöèè,
áîëüøèå, ÷åì p, ðàññìàòðèâàòü íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê (fl,m−1 + m)
âîçðàñòàåò íà [p . . . r). Ïîëó÷àåì:

fl,r = min(fl,p−1 + p, min
m=l+1...p−1

(fm+1,r +m))

Çàôèêñèðóåì l. Áóäåì ïåðåáèðàòü r â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Ïîçèöèÿ pl,r
ïðè ýòîì óáûâàåò è ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
while (p - 1 > l && f[l][p - 2] > f[p][r]) p--;

Ìèíèìóì ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ çà O(1), òàê êàê ãðàíèöû îòðåçêà, íà êîòîðîì
íóæíî ñ÷èòàòü ìèíèìóì, l + 1 è p− 1, îáå óáûâàþò. Ïîëó÷èëè ðåøåíèå
çà O(n2).

• L. Êîìàíäíûé ïóíêò.
Ñì. ëåêöèþ. ¾×àñòü 6, ðàçáîð çàäà÷è command-post¿.

• M. Îáùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ñì. ëåêöèþ. ¾×àñòü 3¿.

• N. Ðàçëè÷íûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
f[i] � êîëè÷åñòâî óíèêàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîíåö êîòîðûõ

� â òî÷íîñòè i-é ýëåìåíò ìàññèâà. prev[i] � áëèæàéøàÿ ñëåâà ïîçèöèÿ,
òàêàÿ ÷òî: a[prev[i]] = a[i]. Ñëåäóþùèé êîä ðåøàåò çàäà÷ó, è ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàí çà O(n) ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

f[0] = 1

for (i = 1; i <= n; i++)

f[i] = ñóììà f[prev[i]..i-1]

result = ñóììà f[1..n]
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• O. Íàèáîëüøàÿ îáùàÿ âîçðàñòàþùàÿ.
fi,j � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ãäå i �

êîíåö ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè a, è j � ëþáàÿ ïîçèöèÿ áîëüøàÿ êîíöà â
b. Ïåðåõîäû:

1. (i, j) → (i, j + 1) Îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðîïóñêàåì ýëåìåíò íîìåð j
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b.

2. if b[j] > a[i] : (i, j) → (next(i, bj), j + 1) Îçíà÷àåò, ÷òî ïàðó
(next(i, bj), j) ìû âçÿëè â îáùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Çäåñü
next(i, bj), j � áëèæàéøèé ñïðàâà îò i ýëåìåíò, ðàâíûé bj, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
a. ×òîáû ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ next, óäîáíî ñæàòü êîîðäèíàòû.
Ïîñëå ýòîãî 1 6 ai, bi 6 2n è ìîæíî ñîçäàòü äëÿ êàæäîãî ÷èñëî îò
1 äî 2n óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê ïîçèöèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a.

• P. k-Ðþêçàê.
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ki = 1, ïîëó÷àåì ðåøåíèå çà O(ns) âðåìåíè ñ O(s)

ïàìÿòè. Ïóñòü òåêóùèé ñëîé äèíàìèêè f0, ñëåäóþùèé ñëîé äèíàìèêè f1.
Íàó÷èìñÿ äåëàåòü ïåðåõîä äëÿ ãðóïïû âåùåé (wi, ci, ki) çà O(s). Ìîæíî
ðàçáèòü ïåðåõîä íà wi ÷àñòåé ïî îñòàòêàì ïî ìîäóëþ wi: 0 . . . wi − 1.
Ïðè ôèêñèðîâàííîì îñòàòêå r ìû õîòèì ïîñ÷èòàòü f1[r], f1[r+wi], f1[r+
2wi], . . .

f1[r + twi] = min
j=0..k

(f0[r + (t− k)wi] + kci)

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöà âîçðàñòàþò, ïîýòîìó ìèíèìóì íà îòðåçêå ëåãêî
ñ÷èòàåòñÿ çà O(1).

• Q. Ðàçáèåíèå íà ñëàãàåìûå.
Ñì. ëåêöèþ. ¾×àñòü 7¿.

• R. Âîëøåáíûé ëåñ.
Ðåøåíèå � æàäíîñòü.
Î÷åâèäíûé êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îòâåòà: ñóììà ñóìì â ñòðîêàõ

ðàâíà ñóììå ñóìì â ñòîëáöàõ. Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòè ñóììû
ðàâíû, òîãäà îòâåò ñóùåñòâóåò. Êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî: åñòü
ñòðîêà ñ ïîëîæèòåëüíîé ñóììîé, ñòîëáåö ñ ïîëîæèòåëüíîé ñóììîé, óâåëè÷èâàåì
çíà÷åíèå â ìàòðèöå íà ïåðåñå÷åíèè äàííûõ ñòðîê è ñòîëáöà íà 1, óìåíüøàåì
ñóììó â ñòðîêå íà 1 è ñóììó â ñòîëáöå íà 1, ïîâòîðÿåì ïðîöåññ, ïîêà âñå
ñóììû íå îáíóëÿòñÿ.

Äåëàåì áèíàðíûé ïîèñê ïî îòâåòó. Âíóòðè ïðîâåðÿåì, ÷òî îòâåò 6 x,
ñëåäóþùåé ïðîöåäóðîé:
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Check(x)

Îòñîðòèðîâàëè ñòîëáöû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñóììû

sum_col = 0

for (i = 1; i <= n; i++)

sum_col += ñóììà â i-ì ñòîëáöå

sum_row = 0

for (j = 1; j <= n; j++)

sum_row += min(row[j], i * x)

if sum_row < sum_col

return false

return true

Ïîñëå òîãî, êàê ìû çíàåì, ÷òî îòâåò = x, íóæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà â
ìàòðèöå. Ïåðåáèðàåì ñòðîêè. Ðàññòàâëÿåì ÷èñëà â i-é ñòðîêå. Êîãäà â
íåêîòîðóþ ÿ÷åéêè ìàòðèöû ñòàâèì ÷èñëî, óìåíüøàåì ñóììó â ñîîòâåòñòâóþùåì
ñòîëáöå. Íóæíî ïûòàòüñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü óìåíüøèòü ñòîëáöû ñ áîëüøîé
ñóììîé. Îïðåäåëÿåì áèíàðíûì ïîèñêîì ìàêñèìàëüíîå y, ÷òî âñå ñòîëáöû
ìîæíî óìåíüøèòü èëè íà x, èëè äî óðîâíÿ y. Ïîñëå ýòîãî óìåíüøàåì
âñå ñòîëáöû äî óðîâíÿ y è åùå êàêèå-òî ñòîëáöû äî óðîâíÿ y − 1.

Âñå â ñóììå ðàáîòàåò çà O(n2 logM). Âòîðóþ ÷àñòü (âîññòàíîâëåíèå
ìàòðèöû) ïðè æåëàíèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ áèíàðíîãî
ïîèñêà çà O(n2).

Ê Î Í Å Ö
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