
Olympiad in Informatics

Somewhere, Once upon a time

1 Àëãîðèòì Éåíà

1. Ôîðìóëèðîâêà: ïóñòü âñå ïðîñòûå ïóòè èç s â t îòñîðòèðîâàíû ïî âåñó, íóæíî íàéòè
ïåðâûå (ìèíèìàëüíûå) K.

2. Äëÿ íà÷àëà íàó÷èìñÿ èñêàòü âòîðîé ìèíèìàëüíûé ïóòü. Íàéäåì ïåðâûé àëãîðèòìîì
Äåéêñòðû. Âòîðîé ãäå-òî îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî. Ò.å. îí ñïåðâà ïîâòîðÿåò åãî ïðåôèêñ,
à òåïåðü ñâîðà÷èâàåò, à äàëüøå êàê-òî èäåò ê t. Äàâàéòå ïåðåáåðåì ìåñòî, â êîòîðîì
âòîðîé ïóòü áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ïåðâîãî. Ïóñòü ïåðâûé ïóòü = v1, v2, · · · , vk. Ñêàæåì,
÷òî âåðøèíû v1, v2, · · · , vi ìû ïðîøëè, à çàòåì ïîøëè â ëþáóþ äðóãóþ âåðøèíó, íî íå
vi+1. Äëÿ ýòîãî çàïóñòèì Äåéêñòðó èç âåðøèíû vi, çàïðåòèâ åå ïðîõîäèòü ïî âåðøèíàì
v1, v2, · · · , vi (òàì ìû óæå áûëè) è ïðîõîäèòü ïî ðåáðó (vi, vi+1). Èç ïîëó÷åííûõ ïóòåé
âûáåðåì ìèíèìóì.

3. Íà ñàìîì äåëå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû ðàçáèëè âñå ïðîñòûå ïóòè èç s â t íà êëàññû è â
êàæäîì êëàññå âûáðàëè ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Êëàññ ïóòåé � âñå ïóòè íà÷èíàþùèåñÿ
íà v1, v2, · · · , vi äëÿ ôèêñèðîâàííîãî i è íå ïðîõîäÿùèå ïî ðåáðó (vi, vi+1). Êëàññû
íå ïåðåñåêàþòñÿ è â îáúåäèíåíèè äàþò âñå ïóòè êðîìå ìèíèìàëüíîãî (åãî ìû óæå
âûáðàëè). ×òîáû íàõîäèòü K-é ïóòü íóæíî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè õðàíèòü âñå
êëàññû, íà î÷åðåäíîì øàãó âûáèðàòü ìèíèìàëüíûé ïóòü, è êëàññ, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ
âûáðàííûé ïóòü, ðàçáèâàòü íà áîëåå ìåëêèå êëàññû (ýòî äåëàåòñÿ òàê æå, êàê êîãäà ìû
èñêàëè âòîðîé ïóòü). Ïðè ýòîì çàïðåùåííûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ óæå íåñêîëüêî ðåáåð.

4. Âñåãî çà K èòåðàöèé ó íàñ ïîÿâèòñÿ O(KV ) êëàññîâ. Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû
àëãîðèòìà: O(KV · Dijkstra) Îöåíêà ïàìÿòè: O(KV · V ). Ò.ê. äëÿ õðàíåíèÿ îäíîãî
êëàññà íóæíî èñîëüçîâàòü O(V ) ïàìÿòè. Ïàìÿòü ìîæíî ñîêðàòèòü äî O(K · V ), ò.ê. íà
ñàìîì äåëå íå íóæíî õðàíèòü âñå êëàññû, äîñòàòî÷íî õðàíèòü òîëüêî K ìèíèìàëüíûõ.

5. Ïðèìåíåíèå Éåíà äëÿ àëãîðèòìà Êðàñêàëà (MST). Îòñîðòèðóåì îäèí ðàç â
ñàìîì íà÷àëå ðåáðà (ñîðòèðóåì ïî âîçðàñòàíèþ âåñà). Òåïåðü îñòîâíîå äåðåâî �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð. Ìû êàêèå-òî i ïåðâûõ ìîæåì òî÷íî âçÿòü, i+1-å çàïðåòèòü
áðàòü, à òåïåðü ñïåðâà íàñèëüíî äîáàâèòü ðåáðà, êîòîðûå ìû òî÷íî áåðåì, à äëÿ
îñòàâøèõñÿ çàïóñòèòü Êðàñêàëà (ðåáðî áåðåì, åñëè îíî íå çàïðåùåíî è íå îáðàçóåò
öèêë).

6. Ïðèìåíåíèå Éåíà äëÿ àëãîðèòìà Ýäìîíäñà (matching). Çàíóìåðóåì âñå ðåáðà îò 1 äî E.
Òåïåðü â ëþáîì ïàðîñî÷åòàíèè ðåáðà ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ïî íîìåðàì ðåáåð. Ïðèìåíÿåì
òó æå èäåþ: ïåðâûå i áåðåì, i+1-å ðåáðî çàïðåùàåì, äëÿ îñòàâøåãîñÿ ãðàôà çàïóñêàåì
Ýäìîíäñà.

2 Äèíàìèêà íà àöèêëè÷íîì ãðàôå

1. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå (Äèíàìèêà) ýòî âñåãäà çàäà÷à íà àöèêëè÷íîì ãðàôå.
Åñëè ãðàô ñîäåðæèò öèêëû, òî ïðèìåíÿþò èëè Äåéêñòðó, èëè Ôîðä-Áåëëìàíà, èëè
ïîèñê â øèðèíó. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ãðàôû ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé, ãäå íàëè÷èå
öèêëîâ ìîæíî îáîéòè ïðîñòûìè õàêàìè.
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2. Ñòàíäàðòíûå çàäà÷è, êîòîðûå ðåøàåò äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ñ òî÷êè çðåíèÿ
ãðàôîâ òàêîâû: ñóììàðíîå ÷èñëî ïóòåé, ìèíèìàëüíûé ïóòü, ìàêñèìàëüíûé ïóòü, âñå
èç s â t, âñå çà âðåìÿ O(E).

3. Â ïðîøëîì ïóíêòå ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî s è t � âåðøèíû. Áûâàåò ìíîãî êîíå÷íûõ
è íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé � ìíîæåñòâà âåðøèí S è T . Àëãîðèòì îò ýòîãî ñëîæíåå íå
ñòàíîâèòñÿ, ìåíÿåòñÿ áàçà äèíàìèêè.

4. Ïóñòü íà êàæäîì ðåáðå íàïèñàíà áóêâà, òîãäà êàæäîìó ïóòè ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêà.
Ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíûé (LexMin) ïóòü èç s â t ìîæíî ëåãêî íàéòè çà O(V E)
(ôóíêöèÿ äèíàìèêè = ñòðîêà).

5. Åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñèìâîëû, íàïèñàííûå íà åå èñõîäÿùèõ ðåáðàõ ðàçëè÷íû, òî
ìîæíî æàäíî ïåðåáèðàòü ñèìâîëû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, à ñòðîêó öåëèêîì íå õðàíèòü,
òîëüêî ññûëêó íà ïåðâîå ðåáðî. Ïîëó÷èòñÿ ðåøåíèå çà O(E).

6. Ïóñòü ìû õîòèì íàéòè ïóòü ìèíèìàëüíîé äëèíû (âåñà = 1, bfs), à èç óæå òàêèõ
� LexMin. Â ýòîì ñëó÷àÿ òàêæå åñòü ðåøåíèå çà O(E), à èìåííî òàêîå: bfs ðàçáèë
ãðàô íà ñëîè (ñëîé � ýòî âåðøèíû ñ îäèíàêîâûì ðàññòîÿíèåì äî êîíöà). Êðàò÷àéøèé
ïóòü � ëþáîé ïóòü ïî ñëîÿì âïåðåä. Áóäåì âåñòè äèíàìèêó ïî ñëîÿì. Íàøà öåëü �
çàíóìåðîâàòü âåðøèíû öåëûìè ÷èñëàìè îò 1 äî N òàê, ÷òîáû ñðàâíåíèå íà áîëüøå,
ìåíüøå, ðàâíî ñòðîê âåðøèí áûëî ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ íîìåðîâ âåðøèí. Ïóñòü äëÿ
ñëîÿ i+1 ìû óæå çíàåì íîìåðà âåðøèí. ×òîáû ïîñ÷èòàòü íîìåðà äëÿ i-ãî ñëîÿ, íóæíî
óâèäåòü, ÷òî ñòðîêà èç âåðøèíû â t ýòî ïàðà [ïåðâûé ñèìâîë, íîìåð âåðøèíû èç ñëîÿ

i+1]. Îòñîðòèðóåì è çàíóìåðóåì ýòè ïàðû. Êîíåö.

7. Â ïðîèçâîëüíîì ñëó÷àå çàäà÷à LexMin èìååò ðåøåíèå çà âðåìÿ O(E log V ). Ïåðâàÿ
÷àñòü ðåøåíèÿ: íå õðàíèòü äëÿ âåðøèíû âñþ ñòðîêó, à òîëüêî ññûëêó íà ïåðâûé ñèìâîë.
Ñðàâíèâàòü ñòðîêè ìû óìååì âñå åùå òîëüêî çà O(V ), à âîò ëèøíåé ïàìÿòè ìû óæå
íå èñïîëüçóåì. Ê òîìó æå ññûëêè íà ïåðâûé ñèìâîë îáðàçóåò äåðåâî, ñõîäÿùååñÿ â
âåðøèíó t. ×òîáû áûñòðî ñðàâíèâàòü ñòðîêè, áóäåì õðàíèòü äëÿ êàæäîé âåðøèíû v õýø
ñòðîêè îò v äî t, à òàêæå òàáëèöó äâîè÷íûõ ïîäúåìîâ (p[v, k] = âåðøèíà, â êîòîðîé ìû
îêàæåìñÿ, åñëè ïðîéäåì îò v ïî ññûëêàì âïåðåä 2k øàãîâ). Åñëè ïðåäïîëîæèòü p[t, 0] =
t (êîðåíü ññûëàåòñÿ íà ñåáÿ ñàìîãî), òî êðàéíèõ ñëó÷àåâ íå áóäåò, è äëÿ ïåðåñ÷åòà
äâîè÷íûõ ïîäúåìîâ äîñòàòî÷íî îäíîé ôîðìóëû: p[v, k] = p[p[v, k− 1], k− 1]. Òåïåðü ìû
óìååì ñðàâíèâàòü ñòðîêè íà áîëüøå, ìåíüøå, ðàâíî çà O(logN) è ðåøåíèå ðàáîòàåò çà
îáåùàííîå âðåìÿ O(E log V ).

3 Êîììåíòàðèè ê ëåêöèè Ñàøè Ìèëàíèíà

1. Ïðîñòîé ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì äàåò óæå ïî÷òè ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå.
Åãî ïðîáëåìà â òîì, ÷òî îí ìîæåò îøèáèòüñÿ íà O(1) è ïîñëåäíèå, ñàìûå ñëîæíûå,
äîïîëíÿþùèå ïóòè ïðîñòî íå íàéòè.

2. ×òîáû âîñïîëíèòü ýòó ïðîáëåìó, çàïóñòèì â êîíöå ëþáóþ, ñàìóþ ïðîñòóþ, ðåàëèçàöèþ
àëãîðèòìà Ýäìîíäñà (ñæàòèå ñîöâåòèé). Äàæå åñëè îäèí äîïîëíÿþùèé ïóòü ìû áóäåì
èñêàòü çà âðåìÿ O(V 3), ïîñêîëüêó äîïîëíÿþùèõ îñòàëîñü ìàëî, îáùåå âðåìÿ ðàáîòû
áóäåò òàêæå O(V 3).
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4 Êîììåíòàðèè ê ëåêöèè Ìèøè Äâîðêèíà:
Cover

1. Àëãîðèòì ñ îöåíêîé äâà: ïîñòðîèì íàñûùåííîå ïàðîñî÷åòàíèå M (òàêîå, ÷òî íèêàêîå
ðåáðî íåëüçÿ äîáàâèòü â íåãî ïðîñòî òàê, íè÷åãî íå ïåðåñòðàèâàÿ). Âîçüìåì âñå 2|M |
êîíöîâ. Ýòî ïîêðûòèå. Òàêæå ïîíÿòíî, ÷òî ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ > |M |.

2. min Cover = max Independent Set (ò.ê. äîïîëíåíèåì ê ëþáîìó ïîêðûòèþ ÿâëÿåòñÿ
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí è íàîáîðîò). Ìû ïîëó÷èëè âîçìîæíîñòü, ïîëó÷èâ
õîðîøåå ðåøåíèå îäíîé èç äâóõ çàäà÷, ñðàçó ïðèìåíÿòü åãî êî âòîðîé.

3. Î÷åíü õîðîøî ðàáîòàåò ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ æàäíîñòü: áðàòü êàæäûé ðàç âåðøèíó,
ïîêðûâàþùóþ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî åùå íå ïîêðûòûõ ðåáåð (ò.å. èìåþùóþ
ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü â îñòàòî÷íîì ãðàôå).

4. Óëó÷øèì íàøó æàäíîñòü. Åñëè åñòü âåðøèíà ñòåïåíè îäèí, òî íóæíî îáÿçàòåëüíî âçÿòü
èëè åå, èëè åå åäèíñòâåííîãî ñîñåäà. Î÷åâèäíî, ÷òî âûãîäíî áðàòü ñîñåäà. Åñëè ìû â
êàêîé-òî ìîìåíò ìîæåì ïðèìåíèòü ýòî îòñå÷åíèå, ïðèìåíÿåì.

5. ×òîáû íàøà æàäíîñòü ðàáîòàëà ñîâñåì õîðîøî, íóæíî ïðåâðàòèòü åå â ïåðåáîð. Ò.å.
áðàòü íå âåðøèíó max ñòåïåíè, à ïåðåáèðàòü âñå âåðøèíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñòåïåíè.
È òàê ïîêà âðåìÿ ðàáîòû íå ïðåâûñèò îäíó ñåêóíäó. Ñàì ïî ñåáå ïåðåáîð óæå ëó÷øå
æàäíîñòè, íî åñòü ïîñëåäíåå óëó÷øåíèå: îòñå÷åíèå ïî îòâåòó. Ïóñòü ñåé÷àñ ìû óæå
óìååì ñòðîèòü ïîêðûòèå ðàçìåðà Best. Íà òåêóùåì óðîâíå ðåêóðñèè ìû óæå âçÿëè
X âåðøèí, íî åùå íå ïîêðûëè âñå ðåáðà. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè åñòü K íåçàâèñèìûõ (íå
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî êîíöàì) ðåáåð, òî íóæíî âçÿòü õîòÿ áû åùå K âåðøèí. Îòñå÷åíèå:
if Best 6 X +K then return

5 Êîììåíòàðèè ê ëåêöèè Ìèøè Äâîðêèíà:
Salesman Problem

1. ×òîáû íàéòè ïóòü, íóæíî íàéòè öèêë è âûêèíóòü îäíî ñàìîå äîðîãîå ðåáðî.

2. Íà ïðàêòèêå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íóæíî äëÿ áîëüøèõ N . Ò.å. åñëè àëãîðèòì èìååò
ïëîõóþ àñèìïòîòèêó è íå ðàáîòàåò äàæå äëÿ N = 2000, îí íàì ñëàáî èíòåðåñåí.

3. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ: áóäåì èç öèêëà äëèíû k ïîëó÷àòü öèêë äëèíû k+1. Èçíà÷àëüíî
ó íàñ åñòü öèêë äëèíû 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óâåëè÷èòü öèêë, âûáåðåì âåðøèíó è âñòàâèì
åå ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè âåðøèíàìè öèêëà. Âûáåðåì âåðøèíó è ìåñòî äëÿ âñòàâêè
òàê, ÷òîáû äëèíà öèêëà óâåëè÷èëàñü êàê ìîæíî ìåíüøå.

4. Îöåíêà âðåìåíè. Åñëè ðåàëèçîâûâàòü îïèñàííóþ âûøå èäåþ â ëîá, òî ïîëó÷èòñÿ âðåìÿ
O(N3). Íàøà çàäà÷à áûñòðî âûáèðàòü ïàðû (âåðøèíà, ìåñòî). Äàâàéòå òàêæå êàê
â àëãîðèòìàõ Äåéêñòðû è Ïðèìà äëÿ êàæäîé âåðøèíû ïîìíèòü îïòèìàëüíîå ìåñòî
âñòàâêè è ïåðåñ÷èòûâàòü, åñëè öèêë ìåíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü âðåìÿ
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O(N2) (åñëè âû óâèäåëè òîëüêî O(N2 logN) � ýòî íîðìàëüíî, íî ïîäóìàéòå åùå, O(N2)
òîæå ñóùåñòâóåò).æ

5. Ëîêàëüíûå îïòèìèçàöèè: íà ñàìîì äåëå ëþáîé õîðîøèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
êîììèâîÿæåðà ñîñòîèò èç äâóõ ôàç � ïîèñê õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (ýòî
ìû óæå óìååì äåëàòü) è ñîáñòâåííî óëó÷øåíèå òåêóùåãî îòâåòà. Ò.å. ëîêàëüíûå
îïòèìèçàöèè. Ñóùåñòâóåò äâà âèäà ïðîñòûõ îïòèìèçàöèé. Ïåðâûé: äëÿ ëþáîé
ïÿòåðêè ïîäðÿä èäóùèõ âåðøèí ìû ìîæåì ïåðåáðàòü âñå 120 âàðèàíòîâ è âûáðàòü
îïòèìàëüíûé, åñëè ÷òî-òî óëó÷øèëîñü � õîðîøî. Âòîðîé: ïóñòü ìû õîòèì ðåøèòü
çàäà÷ó äëÿ òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Òîãäà ðåáðà ýòî îòðåçêè. Åñëè êàêèå-òî äâà îòðåçêà
íàéäåííîãî öèêëà ïåðåñåêàþòñÿ, ìîæíî èõ ðàçâåðíóòü òàê, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïðîïàäåò,
à äëèíà óìåíüøèòñÿ.

6 Êîììåíòàðèè ê ëåêöèè Ìèøè Äâîðêèíà:
Ðþêçàê

1. Áóäåì ðåøàòü ÷óòü äðóãóþ çàäà÷ó: äàíû K ðþêçàêîâ, íàì íóæíî óëîæèòü â íèõ âñå

âåùè. Çàäà÷à, îáñóæäàâøàÿñÿ íà Ìèøèíîé ëåêöèè ñâîäèòñÿ ê äàííîé áèíïîèñêîì ïî
K. Ìû òàêæå ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðþêçàêè èìåþò ðàçíûå ðàçìåðû. Ðàçìåð i-ãî
ðþêçàêà Wi.

2. Îáùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ: îòñîðòèðîâàëè âåùè â êàêîì-òî ïîðÿäêå, îòñîðòèðîâàëè
ðþêçàêè â êàêîì-òî ïîðÿäêå, æàäíî ïåðåáèðàåì ðþêçàêè è â êàæäûé ðþêçàê êàæäóþ
âåùü èëè êëàäåì (åñëè âëåçàåò), èëè íå êëàäåì (âåùè ìû, êîíå÷íî, ïåðåáèðàåì âñåãäà
â îäíîì è òîì æå ïîðÿäêå).

3. ×òîáû ïîëó÷èòü êëàññíîå ðåøåíèå, ñäåëàåì òàê: áóäåì çàïóñêàòüñÿ ÷åòûðå ðàçà (ìîæíî
è âåùè, è ðþêçàêè ñîðòèðîâàòü êàê ïî óáûâàíèþ ðàçìåðà, òàê è ïî âîçðàñòàíèþ).
Êàæäûé èç ÷åòûðåõ çàïóñêîâ � ýòî ïåðåáîð, îñíîâàííûé íà îïèñàííîé âûøå æàäíîñòè.
Êàæäîìó èç ÷åòûðåõ ïåðåáîðîâ äàäèì ïî 0.25 ñåêóíä.

Ñòðàíèöà 4 èç 4


