
Olympiad in Informatics

Somewhere, Once upon a time

1 Òåðìèíîëîãèÿ

• O�ine ñòðóêòóðà äàííûõ � âñå K çàïðîñîâ äàíû çàðàíåå. Ìîæíî îáðàáîòàòü èõ
îäíîâðåìåííî.

• Online ñòðóêòóðà äàííûõ � ñëåäóþùèé çàïðîñ ìîæíî óçíàòü òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê
ñòðóêòóðà äàííûõ îòâåòèò íà ïðåäûäóùèé.

• Real âðåìÿ ðàáîòû � ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ îáðàáîòêè îäíîãî çàïðîñà (íàïðèìåð, Real
âðåìÿ ðàáîòû îïåðàöèè get â Ñèñòåìå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ = O(logN).

• Àìîðàòèçàöèîííîå âðåìÿ ðàáîòû � ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ îáðàáîòêè ïåðâûõ K
çàïðîñîâ äåëåííîå íàK (íàïðèìåð, àìîðàòèçàöèîííîå âðåìÿ ðàáîòû îïåðàöèè get â Ñèñòåìå
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ = O(îáðàòíîé ôóíêöèè Àêêåðìàíà).

2 Persistent Data Structures

Îñíîâíîé ïðèíöèï: íèêàêîé óæå ñîçäàííûé îáúåêò (íàïðèìåð, âåðøèíà äåðåâà)
íèêîãäà â áóäóùåì íå ïîìåíÿåòñÿ.

Òî, ÷òî ìû õîòèì äîñòèãíóòü: òåïåðü åñëè ó íàñ åñòü, íàïðèìåð, Persistent Array,
òî îïåðàöèÿ a[i] := x ñîçäàñò íîâûé ìàññèâ. Ò.å. â ðåçóëüòàòå ó íàñ áóäåò äâà ìàññèâà,
îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî â i-ì ýëåìåíòå.

• Persistent Search Tree � Âîïðîñ: êàê îáû÷íî äîáàâëÿþòñÿ âåðøèíû â äåðåâî ïîèñêà
(çäåñü è äàëåå ÿ ãîâîðþ î ñàìîì ïðîñòîì, íåñáàëàíñèðîâàííîì äåðåâå ïîèñêà)? Îòâåò:
ñïóñêàåìñÿ âíèç ïî äåðåâó è â êîíöå ñîçäàåì íîâûé ëèñò. ×òîáû ëèñò áûë ÷àñòüþ äåðåâà,
íóæíî ñêàçàòü, ÷òî ó âåðøèíû, çà êîòîðóþ êðåïèòñÿ ëèñò ïîìåíÿëàñü ññûëêà íà ëåâîãî èëè
íà ïðàâîãî ñûíà. Â íàøåì ñëó÷àå òàê äåëàòü íåëüçÿ. Íåëüçÿ ìåíÿòü óæå ñóùåñòâóþùèå
âåðøèíû, â ÷àñòíîñòè � ññûëêè íà ëåâîãî è ïðàâîãî ñûíà. Ñäåëàåì òàê: ñîçäàäèì êîïèè
âñåõ âåðøèí, íà ïóòè îò êîðíÿ äî ëèñòà. Ñâåæåñîçäàííûå âåðøèíû, åñòåñòâåííî, áóäóò èìåòü
ëåâûõ è ïðàâûõ ñûíîâåé èç ñòàðûõ âåðøèí. Êîðåíü ñâåæåñîçäàííîãî äåðåâà � êîïèÿ êîðíÿ
ñòàðîãî äåðåâà.
Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü êîä äîáàâëåíèÿ â Persistent Search Tree:
Add(t, x) {
. if t is empty return new tree(x, null, null)

. else if t.x < x return new tree(t.x, t.l, Add(t.r, x))

. else return new tree(t.x, Add(t.l, x), t.r)

}

• Persistent Treap (treap = äåêàðòîâî äåðåâî) � äåêàðòîâî äåðåâî îñíîâàíî íà
äâóõ îñíîâíûõ îïåðàöèÿõ Split è Merge. ×òîáû äåêàðòîâî äåðåâî ñòàëî ïåðñèñòåíòíûì
äîñòàòî÷íî ïî õîäó ðåêóðñèè ñîçäàâàòü íîâûå âåðøèíû è íå ìåíÿòü ñòàðûå. Âíèìàíèå:
÷òîáû íå áûëî ïðîáëåì ñ y-ìè, èñïîëüçóéòå RBST âìåñòî treap (cì. òåìó RBST).

• Persistent Äåðåâî Îòðåçêîâ � åñëè âñå îïåðàöèè ñ äåðåâîì îòðåçêîâ ðåàëèçîâàíû
ñïóñêîì ñâåðõó âíèç, òî îïÿòü æå íóæíî ïðîñòî ñîçäàâàòü íîâûå âåðøèíû è íå ìåíÿòü
ñòàðûå. Òóò ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äåðåâà îòðåçêîâ ñ÷èòàåò, ÷òî
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âåðøèíà i èìååò äåòåé 2i è 2i + 1. Òåïåðü òàê äåëàòü íåëüçÿ. Ó êàæäîé âåðøèíû ïðèäåòñÿ
õðàíèòü äâå ññûëêè � íà ëåâîãî ñûíà è íà ïðàâîãî.

• Persistent Array � ìîæíî õðàíèòü ìàññèâ â äåðåâå îòðåçêîâ (èëè â äåêàðòîâîì äåðåâå
ïî íåÿâíîìó êëþ÷ó :-). ×òîáû ìàññèâ ñòàë ïåðñèñòåíòíûì, äîñòàòî÷íî äåðåâî îòðåçêîâ, â
êîòîðîì ìû åãî õðàíèì, ñäåëàòü ïåðñèñòåíòíûì.

• ScanLine (ñêàíèðóþùàÿ ïðÿìàÿ) � ðàññìîòðèì ðåøåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è äàíû N
òî÷åê íà ïëîñêîñòè èM ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íóæíî äëÿ êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ïîñ÷èòàòü

êîëè÷åñòâî òî÷åê â âíóòðè. Áóäåì îòâå÷àòü íà çàïðîñû â O�ine. Îòâåò äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà
[x1..x2] × [y1..y2] = F (x2, [y1..y2]) − F (x1 − 1, [y1..y2]) ãäå F � êîëè÷åñòâî òî÷åê íà ïîëîñêå
[y1..y2], ó êîòîðûõ x íå áîëüøå ÷åì äàííûé. ×òîáû ïîñ÷èòàòü F , îòñîðòèðóåì òî÷êè ïî x è
áóäåì â òàêîì ïîðÿäêå äëÿ êàæäîé òî÷êè (x, y) äåëàòü sum[y]++. Â òîò ìîìåíò, êîãäà ìû
äîáàâèëè âñå òî÷êè ñ x íå áîëüøå íåêîòîðîãî X, çíà÷åíèå ôóíêöèè F (X, [y1..y2]) � ýòî ñóììà
íà îòðåçêå y1..y2. ×òîáû ïîñ÷èòàòü ýòó ñóììó ìû õðàíèì ìàññèâ sum, êàê äåðåâî îòðåçêîâ ñ
îïåðàöèåé "ñóììà íà îòðåçêå". Ýòî áûëî ðåøåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è. Òåïåðü ïåðåéäåì ê
âîïðîñó "ïðè÷åì çäåñü ïåðñèñòåíòíîñòü?". À ïðè òîì, ÷òî òåïåðü ïîñëå ïåðåáîðà âñåõ òî÷åê
íàì äîñòóïíû âñå ïðîìåæóòî÷íûå äåðåâüÿ îòðåçêîâ, è íà çàïðîñ-ïðÿìîóãîëüíèê ìû ìîæåì
îòâå÷àòü â Online.

• Âðåìÿ è ïàìÿòü � Ñáàëàíñèðîâàííûå äåðåâüÿ ïîèñêà è äåðåâî îòðåçêîâ âñå åùå
ðàáîòàþò çà O(logN) íà çàïðîñ. Ïðè ýòîì K çàïðîñîâ âûäåëÿþò K logN ïàìÿòè. Îïåðàöèè
ñ ìàññèâîì (get(i) è set(i, x) òåïåðü ðàáîòàþò çà O(logN).

• Âñå ñòðóêòóðû ìîãóò ñòàòü ïåðñèñòåíòíûìè � ìèð ñîñòîèò èç ìàññèâîâ, à
ïåðñèñòåíòíûé ìàññèâ � ýòî ïåðñèñòåíòíîå äåðåâî îòðåçêîâ. Ò.å. ëþáóþ ñòðóêòóðó äàííûõ
âû óæå ìîæåòå ñäåëàòü ïåðñèñòåíòíîé.

• Garbage Collection (ñáîðêà ìóñîðà) � Ñåé÷àñ íà ïðèìåðå ïåðñèñòåíòíîãî äåðåâà ìû
íàó÷èìñÿ îïòèìèçèðîâàòü ïàìÿòü. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ K çàïðîñîâ ó íàñ ïîÿâèëàñü K + 1
êîïèÿ äåðåâà, êîòîðûå âìåñòå çàíèìàþò öåëûõ O(N +K logN) ÿ÷ååê ïàìÿòè, ÷òî ïå÷àëüíî.
Ïå÷àëüíî ýòî â òîì ñëó÷àå, åñëè èç âñåõ K +1 ñîçäàííûõ äåðåâüåâ íóæíû íàì òîëüêî 3 (ò.å.
ñðåäè O(N+K logN) âåðøèí, òîëüêî O(N) ÿâëÿåþòñÿ íóæíûìè). Èòàê, ñáîðêà ìóñîðà: äëÿ
êàæäîé âåðøèíû áóäåì õðàíèòü count � êîëè÷åñòâî ññûëîê âèäà "ðîäèòåëü → ðåáåíîê"íà
ýòó âåðøèíó. Òàêæå äëÿ êàæäîé âåðñèè óâåëè÷èì count êîðíÿ äåðåâà íà 1. Òåïåðü, åñëè
êàêîå òî äåðåâî ñ êîðíåì root íàì áîëüøå íå íóæíî, òî äîñòàòî÷íî âûçâàòü ñëåäóþùóþ
ôóíêöèþ:
Del(t) {
. t.count--;

. if (t.count == 0) {

. Del(t.l); Del(t.r); delete t;

. }

}

• Çàìå÷àíèå � âñå ÷òî ñêàçàíî âûøå îòíîñèòñÿ ê Online çàäà÷àì è ñòðóêòóðàì. Â
O�ine çàäà÷è íà ïåðñèñòåíòíûå ñòðóêòóðû ðåøàþòñÿ ãîðàçäî ïðîùå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïðåäñòàâèòü ñåáå âñå äåðåâî âåðñèé. Íàïðèìåð, ÷òîáû îáðàáîòàòü âñå çàïðîñû ê Persistent

Array äîñòàòî÷íî îáîéòè äåðåâî âåðñèé dfs-îì.

Ñòðàíèöà 2 èç 9



Olympiad in Informatics

Somewhere, Once upon a time

3 SQRT-decomposition

SQRT-decomposition = êîðíåâàÿ ýâðèñòèêà. Ýòîò ïîäõîä ìíîãîëèê. Ñåé÷àñ âû óâèäèòå
íåñêîëüêî åãî ïðîÿâëåíèé â òåîðèè àëãîðèòìîâ.

• Ïðîñòàÿ � Ðàññìîòðèì çàäà÷ó "íóæíî ñ ìàññèâîì äåëàòü 2 îïåðàöèè a[i] := x è
getSum(L..R)". Ïóñòü ìû íå çíàåì ñòðóêòóðó äàííûõ äåðåâî îòðåçêîâ. Äàâàéòå õðàíèòü
ìàññèâ a è ñóììû a[0..K-1], a[K..2K-1] è ò.ä. ×òîáû ñäåëàòü îïåðàöèþ a[i] := x

äîñòàòî÷íî äâóõ äåéñòâèé � ïîìåíÿòü ìàññèâ è ïîìåíÿòü îäíó èç ñóìì. ×òîáû ïîñ÷èòàòü
getSum(L..R), íàì äîñòàòî÷íî O(K + N

K
) âðåìåíè (îòðåçîê [L..R] äåëèòñÿ íà äâà õâîñòà è

íåñêîëüêî óæå ïîñ÷èòàííûõ ñóìì a[i·K..i·K+K-1]. Åñëè âûáðàòü K ðàâíûì
√
N , òî âðåìÿ

îáðàáîòêè çàïðîñà getSum(L..R) áóäåò
√
N . Êîíåö :-)

• Ïî÷òè äåðåâî îòðåçêîâ � Åñëè âû çíàåòå äåðåâî îòåðêîâ, ñòðóêòóðó îïèñàííóþ
âûøå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóõóðîâíåâîå äåðåâî, â êîòîðîì ó êàæäîé âåðøèíû

√
N

äåòåé. Äàâàéòå äîáàâèì òðåòèé óðîâåíü, òîãäà ó êàæäîé âåðøèíû áóäåò 3
√
N äåòåé, è ó íàñ

ïîëó÷èòñÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, êîòîðàÿ óìååò çàïðîñ getSum(L..R) îáðàáàòûâàòü çà O(3
√
N),

à çàïðîñ a[i] := x çà O(1). Ýòî Real Time.

• Split & Rebuild � Íàó÷èìñÿ ðåøàòü íîâóþ, áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó. Çàïðîñû:
reverse(L..R), getSum(L..R). Ñïåðâà äëÿ èñõîäíîãî ìàññèâà ïðåäïîäñ÷èòàåì ñóììû íà
ïðåôèêñàõ (ìàññèâ sum). Òåïåðü, åñëè ìû íå ïîëüçóåìñÿ îïåðàöèåé reverse(L..R), òî
getSum(L..R) = sum[R+1] - sum[L].

Îïèøåì ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ óìååò äåëàòü reverse. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
íàø íîâûé ìàññèâ � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóñêîâ [L1..R1], [L2..R2], · · · , [Lk..Rk] ñòàðîãî
ìàññèâà. Êàæäûé èç êóñêîâ ìîæåò áûòü ïåðåâåðíóò, ò.å. ìû ïîìíèì ôëàæêè isReversedi. Íà
çàïðîñ getSum(L..R) ìîæíî îòâå÷àòü çà âðåìÿ O(k). Âñå, ÷òî íàì íóæíî � ïîääåðæèâàòü
ìàññèâ â òàêîì âèäå. Èçíà÷àëüíî ïóñòü ó íàñ åñòü îäèí êóñîê [1..N ] è isReversed1 = 0.
Âîïðîñ: ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè îïåðàöèè reverse? Îòâåò: êàêèå-òî äâà êóñêà [Li..Ri] è [Lj..Rj]
ðàçîáüþòñÿ íà äâà áîëåå ìàëåíüêèõ. Òàêæå íåêîòîðûé îòðåçîê êóñêîâ òåïåðü ïåðåâåðíåòñÿ.
Êàæäûé êóñîê íà ýòîì îòðåçêå ñàì ïî ñåáå òîæå ïåðåâåðíåòñÿ, ò.å. isReversedi ïîìåíÿåòñÿ
íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî êóñêîâ k êàæäûé ðàç óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2. ×òîáû
k íå ðîñëî áåñêîíå÷íî, êîãäà k ñòàíåò áîëüøå

√
N , ìû ïåðåñòðîèì âñþ ñòðóêòóðó äàííûõ çà

O(N) è êîëè÷åñòâî êóñêîâ îïÿòü ñòàíåò ðàâíî 1. Àìîðàòèçàöèîííîå âðåìÿ íà îäèí çàïðîñ
ïîëó÷èëîñü

√
N .

• Split & Merge � à åùå äëÿ ðåøåíèÿ òîé æå çàäà÷è ìîæíî ïîääåðæèâàòü èíâàðèàíò,
÷òî ðàçìåð êàæäîãî êóñêà îò K äî 2K. ×òîáû åãî ïîääåðæèâàòü, íàì íóæíû îïåðàöèè Split

è Merge äëÿ êóñêîâ. Ïðè K =
√
N ìû ïîëó÷àåì òó æå àñèìïòîòèêó. Êîíñòàíòà æå ïîëó÷èòñÿ

çàìåòíî õóæå.

• As Treap � Åñëè âû ïîìíèòå, ÷òî äåêàðòîâî äåðåâî óäîáíî òåì, ÷òî, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü
ëþáóþ F (L..R), íàì äîñòàòî÷íî âûñïëèòèòü îòðåçîê [L..R], âåðíóòü F , õðàíÿùóþñÿ òåïåðü
ïðÿìî â êîðíå, è âìåðäæèòü [L..R] îáðàòíî, òî âàì áóäåò ïðèÿòíî óçíàòü ñëåäóþùåå.
Åñëè äëÿ èçó÷àåìîé íàìè ñåé÷àñ ñòðóêòóðû ðåàëèçîâàòü òàêèå æå îïåðàöèè GlobalSplit

è GlobalMerge (äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ðåàëèçîâàòü êîðíåâóþ èìåííî òàê, êàê
ïðåäëàãàåòñÿ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå). òî ïîÿâèòñÿ òîò æå ýôôåêò, ÷òî è â äåêàðòîâîì äåðåâå.

• 2D êîðíåâàÿ � Ïóñòü ó íàñ åñòü N òî÷åê íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè îò 1 äî N . Âñå
x-û è y-û ðàçëè÷íû. Ïëîñêîñòü ìîæíî äåëèòü íà

√
N ×

√
N ÿ÷ååê. Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè

Ñòðàíèöà 3 èç 9



Olympiad in Informatics

Somewhere, Once upon a time

ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òî÷åê â íåé è íà ìàòðèöå ÿ÷ååê ïîñ÷èòàòü äâóìåðíûå ÷àñòè÷íûå
ñóììû (ò.å. íàó÷èòüñÿ îòâå÷àòü íà çàïðîñ "ñêîëüêî òî÷åê â ïðÿìîóãîëüíèêå ÿ÷ååê"çà O(1)).
Òîãäà, ìû çà O(

√
N) óìååì îòâå÷àòü íà çàïðîñ "ñêîëüêî òî÷åê â ïðÿìîóãîëüíèêå?". Äëÿ

ýòîãî íóæíî õâîñòû (íå áîëåå
√
N òî÷åê ñëåâà, ñïðàâà, ñâåðõó, ñíèçó) îáðàáîòàòü îòäåëüíî

è ïîëó÷èòü ïðÿìîóãîëüíèê-çàïðîñ èç öåëüíûõ ÿ÷ååê, îòâåò íà êîòîðûé ìîæíî óçíàòü ñ
ïîìîùüþ ïðåäïîäñ÷èòàííûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì çà O(1).

• Îòëîæåííûå îïåðàöèè � Åùå ðàç íàó÷èìñÿ îáðàáàòûâàòü âñå òå æå îïåðàöèè a[i]

:= x è getSum(L..R)". Ñïåðâà äëÿ èñõîäíîãî ìàññèâà ïðåäïîäñ÷èòàåì ñóììû íà ïðåôèêñàõ
(ìàññèâ sum). Òåïåðü, åñëè ìû íå ïîëüçóåìñÿ îïåðàöèåé a[i] := x, òî getSum(L..R) =

sum[R+1] - sum[L]. Ïóñòü ïðîèçîøëî k îïåðàöèé âèäà a[ij] := xj. Ñïåðâà ïðåîáðàçóåì èõ
ê âèäó a[ij]+=yj. Äëÿ ýòîãî íà ìîìåíò âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè íóæíî ïîìíèòü ñîäåðæèìîå
ÿ÷åéêè a[ij]. Òåïåðü çàïðîñ getSum(L..R) îáðàáàòûâàåòñÿ ïî÷òè òàê æå: èçíà÷àëüíî
ðåçóëüòàò = sum[R+1] - sum[L]. Çàòåì ìû ïåðåáèðàåì k èçìåíåíèé èñõîäíîãî ìàññèâà, è,
åñëè èçìåíåíèå îòíîñèòñÿ ê íóæíîìó íàì îòðåçêó [L..R], ìåíÿåì îòâåò. Âðåìÿ ðàáîòû O(k).
k ïîñòîÿííî ðàñòåò. Ïðèìåíèì óæå èçâåñòíûé íàì ïðèåì: åñëè k ñòàëî áîëüøå

√
N , ïîñòðîèì

÷àñòè÷íûå ñóììû äëÿ íîâîãî ìàññèâà, k ñòàíåò ðàâíûì 0.

• Äëèíû ñòðîê âñåãäà ìàëû � Ïóñòü åñòü çàäà÷à âèäà äàíû N ñòðîê ñóììàðíîé

äëèíû L, òîãäà èíîãäà ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî ðàçëè÷íûõ äëèí áóäåò O(
√
L)

(ïóñòü ó íàñ åñòü ñòðîêè äëèí 1, 2, · · · , L, òîãäà èõ ñóììàðíàÿ äëèíà L(L+1)
2

. Ïðèìåð. Ïóñòü
ìû óìååì ñ ïîìîùüþ õýøåé èñêàòü â òåêñòå T ñòðîêó S çà âðåìÿ O(|T |+|S|), âåðíåå O(|T |) ò.ê.
åñëè òåêñò êîðî÷å ñòðîêè, òî ïðàâèëüíûé îòâåò "íå íàéäåíà". Ðåøåíèå òàêîå: ïîñ÷èòàåì õýø
ñòðîêè è õýøè âñåõ ïîäñòðîê òåêñòà íóæíîé äëèíû. Òåïåðü ïóñòü íàì äàëè áîëåå ñëîæíóþ
çàäà÷ó äàí òåêñò T è N ñòðîê Si, íóæíî íàéòè ýòè ñòðîêè â òåêñòå. Åñëè ìû ïðèìåíèì
óæå èçâåñòíûé àëãîðèòì, òî ïîëó÷èì ðåøåíèå çà O(|T |N). Òåïåðü ñïåðâà íàó÷èìñÿ ðåøàòü
çà O(|T |) çàäà÷ó â ñëó÷àå, åñëè âñå äëèíû ñòðîê îäèíàêîâû: ñëîæèì õýøè âñåõ ñòîðîê â
õýø-òàáëèöó è ïðîéäåìñÿ îäèí ðàç ïî õýøàì ïîäñòðîê òåêñòà. À, åñëè ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
ïîíÿòíî, òî îáùèé ñëó÷àé ìû óìååì ðåøàòü çà O(|T |

√
N) ò.ê. ðàçëè÷íûõ äëèí, êàê ìû è

ãîâîðèëè â ñàìîì íà÷àëå, ìàëî.

• Îáîáùåíèå ìåòîäà äâóõ óêàçàòåëåé � Íàó÷èìñÿ â O�ine ðåøàòü òàêóþ çàäà÷ó:
íóæíî äëÿ îòðåçêîâ [Li..Ri] ìàññèâà a ïîñ÷èòàòü

∑
x

x·count(x). Ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ÷èñëàì

íà îòðåçêå, à count(x) � ñêîëüêî ðàç x âñòðå÷àåòñÿ íà îòðåçêå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà â
ìàññèâå öåëûå îò 1 äî 106. Òîãäà äëÿ îäíîãî îòðåçêà ìû óìååì âû÷èñëÿòü íóæíóþ ñóììó çà
O(R−L). Ïóñòü ìû çíàåì ñóììó äëÿ [L..R], ïîëó÷èì ñóììó äëÿ [L..R+1]. Ìû çíàåì a[R+1],
ìû çíàåì count(a[R+1]), ìû óìååì ìåíÿòü count(a[R+1]), ýòîãî íàì äîëæíî õâàòèòü :-)
Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî äåëàòü íå òîëüêî îïåðàöèþ R++, íî è L--, L++, R--. Òåïåðü âåðíåìñÿ
ê èñõîäíîé çàäà÷å. Åñëè ìû çíàåì, ÷òî Li 6 Li+1, Ri 6 Ri+1, òî îòâåòèòü íà âñå çàïðîñû ìû
ìîæåì çà ñóììàðíîå âðåìÿ O(N). Ýòî è åñòü êëàññè÷åñêèé ìåòîä äâóõ óêàçàòåëåé. Âîïðîñ:
÷òî æå äåëàòü, åñëè îòðåçêè ïðîèçâîëüíûå? Îòâåò: äàâàéòå âñå îòðåçêè ðàçîáüåì íà ãðóïïû:
i-ÿ ãðóïïà � âñå îòðåçêè, ëåâûé êîíåö êîòîðûõ ëåæèò â äèàïàçîíå [iK..(i+1)K-1]. Åñëè
â i-é ãðóïïå mi îòðåçêîâ, òî åå ìîæíî îáðàáîòàòü çà âðåìÿ O(N +Kmi). Äëÿ ýòîãî íóæíî
îòñîðòèðîâàòü ïî âîçðàñòàíèþ R âñå îòðåçêè, ïîñ÷èòàòü ñóììó äëÿ ïåðâîãî, à ê ñëåäóþùåìó
ïåðåõîäèòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé L--, L++, R++. Îïåðàöèÿ R++ çà âñå âðåìÿ ñëó÷èòñÿ íå áîëåå
N ðàç. Îïåðàöèè L-- è L++ âûçûâàþòñÿ íå áîëåå K ðàç äëÿ ïåðåõîäà ê ñëåäóþùåìó îòðåçêó
(ò.ê. âñå ëåâûå êîíöû "áëèçêè"). Ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííîå âðåìÿ ïî âñåì i ïðè K =

√
N .

Ïîëó÷èì O(N
√
N).
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4 2D-äåðåâüÿ

• ÊÄ-äåðåâî � Ïóñòü åñòü N òî÷åê íà ïëîñêîñòè, è ïóñòü âû çíàåòå, ÷òî òàêîå
äåðåâî îòðåçêîâ è óìååòå ñ ïîìîùüþ íåãî îáðàáàòûâàòü çàïðîñû íà îòðåçêå âèäà += íà

îòðåçêå è min íà îòðåçêå çà O(logN) ñïóñêîì ñâåðõó âíèç. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî çàïðîñû íà
ïðÿìîóãîëüíèêå îáðàáàòûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî, íî íå çà O(logN), à çà âðåìÿ O(

√
N).

Äëÿ ýòîãî ïîñìîòðèì íà ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ äåðåâà îòðåçêîâ ÷óòü ïî-äðóãîìó: ó íàñ
åñòü ìíîæåñòâî èç N òî÷åê íà ïðÿìîé, íà êàæäîì óðîâíå ìû äåëèì ýòî ìíîæåñòâî íà äâå
÷àñòè ïî x è ñòðîèì îò ïîëîâèíîê ñòðóêòóðó ðåêóðñèâíî. Ïîñòðîåíèå ÊÄ-äåðåâà îòëè÷àåòñÿ
ëèøü òåì, ÷òî íà íå÷åòíîì óðîâíå ìû òî÷êè áóäåì äåëèòü ïîïîëàì ïî x, à íà ÷åòíîì ïî y.
Çàïðîñ ê ÊÄ-äåðåâó îò çàïðîñà ê äåðåâó îòðåçêîâ íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ.

Ïîëó÷åííàÿ íàìè ñòðóêòóðà ñòðîèòñÿ çà O(N logN), çàíèìàåò O(N) ïàìÿòè è íà îäèí
çàïðîñ îòâå÷àåò çà real time O(

√
N). Ïî÷åìó O(

√
N)? Ïðåäñòàâüòå, ÷òî ó íàñ åñòü áîëüøîé

ïðÿìîóãîëüíèê-çàïðîñ è ìàëåíüêàÿ ïðÿìîóãîëüíèê-âåðøèíà äåðåâà, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåòñÿ
ðîâíî ñ îäíîé èç ÷åòûðåõ ñòîðîí çàïðîñà. Òîãäà êàæäûé âòîðîé ðàç ìû áóäåì óõîäèòü â
îáå âåòêè ðåêóðñèè, à êàæäûé âòîðîé ðàç èç îäíîé ñðàçó îòñåêàòüñÿ. Ò.å. øèðèíà äðîáëåíèÿ

2
log2 N

2 =
√
N .

• Êâàäðî-äåðåâî � ýòà èäåÿ ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ â ãåîìåòðèè. Ñóòü â ñëåäóþùåì �
ðàçäåëèòü ïëîñêîñòü íà 4 ÷àñòè íåêîòîðûì îáðàçîì (íàïðèìåð, ïîïîëàì ïî x è ïîïîëàì ïî
y) è ïðîäîëæèòü ïîñòðîåíèå ðåêóðñèâíî. Ñòðîèòü, ïîêà ìû íå ïîëó÷èì ýëåìåíòàðíûå êóñêè
ïëîñêîñòè. ×òî òàêîå ýëåìåíòàðíûé êóñîê? Åñëè ìû äåëèì ãðèä W ×H, òî ýòî îäíà êëåòêà.
Åñëè íà ïëîñêîñòè åñòü ìíîæåñòâî èç N òî÷åê, òî êóñîê, ñîäåðæàùèé íå áîëåå îäíîé òî÷êè.
Åñëè ìû ïðèáëèæåííî ñ÷èòàåì ïëîùàäè ôèãóð, òî êóñîê ïëîùàäè íå áîëåå ε. Â îáùåì,
çàâèñèò îò çàäà÷è. Íå ïóòàéòå êâàäðî-äåðåâî ñ ÊÄ-äåðåâîì!.

• Ñêîëüêî òî÷åê â ïîëóïëîñêîñòè? � Äàíû N òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Ñåé÷àñ ìû
íàó÷èìñÿ â Online îòâå÷àòü íà çàïðîñ "ñêîëüêî òî÷åê â ïîëóïëîñêîñòè"çà âðåìÿ ëó÷øåå,
÷åì O(N). Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî íèêàêèå òðè òî÷êè íå ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. Ñïåðâà çà O(N logN) íàó÷èìñÿ èñêàòü äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äðóã äðóãó
ïðÿìûõ, êîòîðûå äåëÿò ïëîñêîñòü íà ÷åòûðå ÷àñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ðîâíî N

4
òî÷åê

(åñòåñòâåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî îêðóãëåíèÿ). Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè çàôèêñèðîâàòü óãîë α,
òî ìîæíî ïîñòðîèòü äâå òàêèå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå, ñîîòâåòñòâåííî ñ óãëàìè íîðìàëåé
α è α + Π

2
, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ äåëèò ìíîæåñòâî òî÷åê íà äâå ðàâíûå ÷àñòè. Ïðîáëåìà

â òîì, ÷òî â ñîñåäíèõ ÷åòâåðòÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ A è B òî÷åê (A 6= B). Ðàññìîòðèì
F (α) = A−B. Çàìåòèì, ÷òî F (α) = −F (α+ Π

4
). Çíà÷èò, åñòü êîðåíü, íàéäåì åãî áèíïîèñêîì.

Âñå :-) Òåïåðü ñàìîå ïðîñòîå. Åñëè åñòü ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì, òî êàêîé áû
çàïðîñ-ïîëóïëîñêîñòü íàì íå ïðèøëà, ïðÿìàÿ, îáðàçóþùàÿ ïîëóïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò íå
áîëåå òðåõ èç ÷åòûðåõ ÷àñòåé ïëîñêîñòè. À ÷åòâåðòàÿ èëè öåëèêîì âíóòðè, èëè öåëèêîì
ñíàðóæè. Îñòàëîñü ïîñòðîèòü êâàäðî äåðåâî. Âðåìÿ îáðàáîòêè îäíîé ïîëóïëîñêîñòè áóäåò

3log4N = N
log23

2 , ÷òî ïðèìåðíî ðàâíî N0.792.

•Ïðîñòàÿ ðåàëèçàöèÿ 2D-äåðåâà � Êîãäà ãîâîðÿò ñòðàøíûå ñëîâà äâóõìåðíîå äåðåâî
îòðåçêîâ, áîëüøèíñòâî ëþäåé ïðåäñòàâëÿþò ñåáå äëèííûé è ñëîæíûé êîä. Ýòî íå âñåãäà
ïðàâäà. Ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó: äàí ìàññèâ, íóæíî â Online îòâå÷àòü íà çàïðîñ "ñêîëüêî
òî÷åê íà îòðåçêå [i..j] èìåþò çíà÷åíèÿ îò L äî R?". Ðåøåíèå: ïîñòðîèì äåðåâî îòðåçêîâ,
â êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî áóäåì õðàíèòü îòñîðòèðîâàííûé ìàññèâ (ò.å. âñå ÷èñëà ýòîãî
îòðåçêà â îòñîðòèðîâàííîì ïîðÿäêå). Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîä áûë ïîêîðî÷å, ðåàëèçóåì äåðåâî

Ñòðàíèöà 5 èç 9



Olympiad in Informatics

Somewhere, Once upon a time

îòðåçêîâ ñíèçó.
Ñàìàÿ ïðîñòàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ íàøåé ñòðóêòóðû òàêîâà:

1. êàæäîå ÷èñëî x ìàññèâà ïîëîæèì öèêëîì for â íóæíûå âåðøèíû äåðåâà îòðåçêîâ
2. îòñîðòèðóåì ìàññèâû âñåõ âåðøèí äåðåâà îòðåçêîâ

Ñàìàÿ ïðîñòàÿ ïðîöåäóðà îòâåòà íà çàïðîñ òåïåðü òàêîâà:

1. ïîäíèìàåìñÿ ïî äåðåâó ñíèçó, êàêèå-òî âåðøèíû äåðåâà îòðåçêîâ ïîêðûâàþò íàø
îòðåçîê [i..j]

2. äëÿ êàæäîé òàêîé âåðøèíû áèíïîèñêîì íàéäåì R è L − 1, ðàçíîñòü ïîëó÷åííûõ
èíäåêñîâ íóæíî ïðèáàâèòü ê îòâåòó

Äëÿ òåõ, êòî ïèøåò íà C++: âàì äîñòàòî÷íî ôóíêöèé sort è lower_bound, íî äëÿ
áîëåå áûñòðîãî ïîñòðîåíèÿ âìåñòî sort ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ merge îò óæå
ïîñ÷èòàííûõ äåòåé.

• ×óòü áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à � ïóñòü äàíû ïðîèçâîëüíûå N òî÷åê íà ïëîñêîñòè,
îïÿòü æå íóæíî íàó÷èòüñÿ ñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òî÷åê â ïðÿìîóãîëüíèêå â Online. Äàâàéòå
îòñîðòèðóåì íàøè òî÷êè ïî x-àì. i-ÿ òî÷êà èìååò òåïåðü êîîðäèíàòû xi, yi è xi 6 xi+1. Òîãäà
ïðÿìîóãîëüíûé çàïðîñ [x1..x2]× [y1..y2] ïðåâðàùàåòñÿ â çàïðîñ íà îòðåçêå îòñîðòèðîâàííîãî
ìàññèâà [i..j] "ñêîëüêî ýëåìåíòîâ èìåþò y îò y1 äî y2?". ×èñëà i è j ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè
áèíïîèñêîì.

• Çàìåíà êîîðäèíàò � ïóñòü äàíû ïðîèçâîëüíûå N òî÷åê íà ïëîñêîñòè, íóæíî
íàó÷èòüñÿ ñ÷èòàòü ÷òî-íèáóäü íà ïðÿìîóãîëüíèêå â Online. Åñëè âàñ ñìóùàþò ðàâíûå x
èëè y, ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó êîîðäèíàò x, y → z = (x, y) è t = (y, x) (z è t � ýòî ïàðû
÷èñåë, ñðàâíèâàþòñÿ íà áîëüøå-ìåíüøå îíè èìåííî êàê ïàðû). Òîãäà ïðÿìîóãîëüíûé çàïðîñ
[x1..x2]× [y1..y2] ïåðåéäåò â [z1..z2]× [t1..t2], ãäå z1 = (x1, y1) è ò.ä.

5 Êëàññèôèêàöèÿ BST

• Íå ñáàëàíñèðîâàííîå äåðåâî ïîèñêà � ÷òîáû îñâîèòü âñå ïîñëåäóþùèå äåðåâüÿ,
íóæíî õîðîøî çíàòü, êàê äîáàâëÿåòñÿ è óäàëÿþòñÿ âåðøèíû â îáû÷íîì íåñáàëàíñèðîâàííîì
äåðåâå. Äîáàâëåíèå: ñïóñòèòüñÿ âíèç, ñîçäàòü íîâûé ëèñò. Óäàëåíèå: íàéòè íóæíóþ
âåðøèíó p, åñëè ó p åñòü òîëüêî îäèí ñûí � î÷åâèäíî. Åñëè ó p äâà ñûíà, ïåðåéòè ê ëåâîìó,
îò íåãî ñïóñòèòüñÿ âïðàâî äî óïîðà, ïîëó÷èòü âåðøèíó q, ïîìåíÿòü ìåñòàìè êëþ÷è p è q è
óäàëèòü âåðøèíó q (à ó íåå, ìû òî÷íî çíàåì, íåò ïðàâîãî ñûíà). Òåïåðü, êîãäà ìû óìååì
ñòðîèòü îáû÷íîå äåðåâî ïîèñêà, îñòàëîñü èçó÷èòü ìåòîäû è èíâàðèàíòû äëÿ áàëàíñèðîâêè.

• B,B+ � èíâàðèàíò: âñå ëèñòüÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ãëóáèíó, à êàæäàÿ âåðøèíà èìååò
ñòåïåíü îò k äî 2k − 1. Êîðíþ ðàçðåøàåòñÿ èìåòü ñòåïåíü ìåíüøå k. Â B+ äåðåâå êëþ÷è
õðàíÿòñÿ âî âñåõ âåðøèíàõ, â B äåðåâî òîëüêî â ëèñòüÿõ. Â B+ äåðåâå â âåðøèíå ñòåïåíè d
õðàíèòñÿ d − 1 êëþ÷ (ìåæäó êàæäîé ïàðîé ññûëîê âíèç îäèí êëþ÷). Êàê äåëàòü îïåðàöèè
äîáàâëåíèÿ/óäàëåíèÿ ÿ îïèñûâàòü íå áóäó. Ýòî ìîæíî èëè ïðèäóìàòü ñàìîñòîÿòåëüíî, èëè
ïðî÷èòàòü â âèêèïåäèè.

• 2-3-4, 2-3 � îáà äåðåâà ýòî âàðèàöèè B+ äåðåâà. 2-3 � B+ äëÿ k = 2, â 2-3-4 ìû
äîïîëíèòåëüíî ðàçðåøèëè âåðøèíàì èìåòü ñòåïåíü 4. Ïðî 2-3 äåðåâüÿ èíòåðåñíî òî, ÷òî
áûñòðàÿ ðåàëèçàöèÿ òàêîãî äåðåâà ðàáîòàåò áûñòðåå ìíîãèõ äðóãèõ (AVL, êðàñíî-÷åðíîå, set
èç C++/STL, treap).
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• Red-Black, AA � äåðåâî íàçûâàåòñÿ êðàñíî-÷åðíûì, åñëè âñå âåðøèíû ðàñêðàøåíû
â äâà öâåòà (êðàñíûé è ÷åðíûé), è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå èíâàðèàíòû:

1. Ó êàæäîé âåðøèíû êîëè÷åñòâî äåòåé èëè 2 èëè 0.
2. Âñå ëèñòüÿ ÷åðíûå
3. Íà ïóòè îò êîðíÿ äî ëþáîãî èç ëèñòüåâ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ âåðøèí
4. Îòöîì êðàñíîé âåðøèíû íå ìîæåò áûòü êðàñíàÿ âåðøèíà

Òåïåðü çàìåòèì èíòåðåñíûé ìîìåíò: åñëè êàæäóþ êðàñíóþ âåðøèíó ñòÿíóòü ñ åå îòöîì â
îäíó áîëüøóþ âåðøèíó, ïîëó÷èòñÿ 2-3-4 äåðåâî. Ïðî 2-3-4 äåðåâî ìû ïîìíèì, ÷òî áåç ÷èñëà
4 íà ñàìîì äåëå ìîæíî îáîéòèñü. À òåïåðü ïîïðîáóåì 2-3 äåðåâî îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ïåðåäåëàòü â êðàñíî-÷åðíîå. Ìû ïîëó÷èì îñîáîå êðàñíî-÷åðíîå äåðåâî, â êîòîðîì âñå
êðàñíûå äåðåâüÿ ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè äåòüìè. Òàêîå äåðåâî ïðîùå ïèøåòñÿ (ìåíüøå ñëó÷àåâ)
è èìååò îñîáîå íàçâàíèå � AA-äåðåâî.

Åùå îäèí ìîìåíò: B+ äåðåâî, à çíà÷èò è 2-3 äåðåâî ïðîñòû. Ïðîñòû òåì, ÷òî
òàì íåò ñëó÷àåâ. Ïðîöåäóðà äîáàâëåíèÿ ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé îïåðàöèè âèäà "åñëè
ñòåïåíü ñëèøêîì áîëüøàÿ, äåëàé òàê". Ïîýòîìó, ÷òîáû çàïîìíèòü êðàñíî-÷åðíîå äåðåâî
(â ðåàëèçàöèè êîòîðîãî ñëó÷àè êàê ðàç èìåþòñÿ â áîëüøîì êîëè÷åñòâå), ïî-ìîåìó, ïðîùå
ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êðàñíî-÷åðíîå äåðåâî, êàê 2-3 äåðåâî.

• Âðàùåíèÿ � ñëåäóþùàÿ ãðóïïà äåðåâüåâ èñïîëüçóåò äëÿ ïåðåáàëàíñèðîâêè òàê
íàçûâàåìûå ìàëûå è áîëüøèå âðàùåíèÿ. Ìàëîå âðàùåíèå: ïóñòü åñòü äåðåâî (a)x((b)y(c)),
òîãäà èç íåãî ìîæíî ñäåëàòü íîâîå ((a)x(b))y(c). È îáðàòíî. Ýòî ìàëûé ïîâîðîò âîêðóã
ðåáðà x-y. Áîëüøîå âðàùåíèå âûãëÿäèò òàê: ((a)x((b)y(c)))z(d)→ ((a)x(b))y((c)z(d)),
âåðøèíà y ïðè ýòîì ïðûãàåò íà äâå ñòóïåíè ââåðõ è ñòàíîâèòñÿ êîðíåì. Äëÿ ðåàëèçàöèè
ïîëåçíî çíàòü, ÷òî áîëüøîå âðàùåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàëîå: ìû ñïåðâà ïîâåðíóëè âîêðóã
ðåáðà x-y, çàòåì âîêðóã ðåáðà y-z.

• Pre-Splay � ðàáîòàåò íå çà ëîãàðèôì, íî õîðîøî èëþñòðèðóåò îáùóþ èäåþ. Äàâàéòå
ñäåëàåì äîáàâëåíèå òàêæå, êàê â íåñáàëàíñèðîâàííîå. À òåïåðü ñ ïîìîùüþ ìàëûõ âðàùåíèé
ïåðåìåñòèì òîëüêî ÷òî äîáàâëåííóþ âåðøèíó â êîðåíü. Êàê ýòî ñäåëàòü? Ñ ïîìîùüþ îäíîãî
ìàëîãî âðàùåíèÿ ìû ìîæåì ïîäíÿòü âåðøèíó íà åäèíèöó ââåðõ ïî äåðåâó.

• Splay � Ìîäèôèöèðóåì îïèñàííóþ âûøå èäåþ. Áóäåì ïîäíèìàòü âåðøèíó íå íà
îäèí, à íà äâà (âîçìîæíî, èç-çà ÷åòíîñòè, â ñàìîì êîíöå ïðèäåòñÿ ñäåëàòü îäèí ïîäúåì
íà åäèíèöó). Ïðè ïîäúåìå íà äâà ââåðõ åñòü äâà ñëó÷àÿ: zig-zag (äåðåâî óñòðîåíî êàê
ïðè áîëüøîì âðàùåíèè, òîãäà ñäåëàåì áîëüøîå âðàùåíèå) è zig-zig (äåðåâî óñòðîåíî òàê
(((a)x(b))y(c))z(d), òîãäà ìû äåðåâî ïðåîáðàçóåì òàê: (a)x((b)y((c)z(d)))). Çàìåòèì,
÷òî zig-zig íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàëîå âðàùåíèå. Àìîðàòèçèðîâàííîå âðåìÿ îáðàáîòêè
îäíîãî çàïðîñà â Splay äåðåâå = O(logN). ×òîáû ýòî áûëî òàê íóæíî âñåãäà ïîñëå òîãî,
êàê ìû ñïóñêàëèñü äî âåðøèíû v è òðàòèëè íà ýòî ñâîå äðàãîöåííîå âðåìÿ ïîñëå ýòîãî íå
çàáûâàòü ïîäíèìàòü åå â êîðåíü. Ýòîé ïåðåáàëàíñèðîâêîé ìû àìîðàòèçèðóåì âðåìÿ ñïóñêà.

•AVL � Èíâàðèàíò AVL: |heightleft−heightright| 6 1. Äîáàâëåíèå â AVL äåðåâî ïðîèñõîäèò
òàê: ñïåðâà äîáàâëÿåì òàêæå, êàê â íåñáàëàíñèðîâàííîå. Òåïåðü ïîäíèìàåìñÿ ââåðõ, åñëè â
òåêóùåé âåðøèíå íàðóøåí èíâàðèàíò, ìàëîå è áîëüøîå âðàùåíèÿ íàì â ðóêè, âñå ïîëó÷èòñÿ.

• ChinaTree � Èíâàðèàíò ChinaTree: | sizeleft
sizeright

| 6 2 è íàîáîðîò. Òàêæå äîïóñêàåòñÿ

ñëó÷àé, ÷òî îäèí èç ðàçìåðîâ 1, à äðóãîé 0. Äîáàâëåíèå â ChinaTree äåðåâî ïðîèñõîäèò
òàêæå, êàê â AVL, òîëüêî ôóíêöèÿ áàëàíñèðîâêè ïðîùå. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè âðàùàòü
(ïîíÿòíî â êàêóþ ñòîðîíó) ìàëûìè âðàùåíèÿìè âñå, ÷òî íå ñáàëàíñèðîâàííî, òî, âî-ïåðâûõ,
ïðîöåññ ñîéäåòñÿ, âî-âòîðûõ, àìîðàòèçèðîâàííîå âðåìÿ ðàáîòû áóäåò O(logN).
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• Treap, RBST � Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü óæå çíàêîì ñ îïåðàöèÿìè Split è
Merge. Èíâàðèàíò äåêàðòîâîãî äåðåâà (treap): ó êàæäîé âåðøèíû åñòü ñâîé y. Ýòî ñëó÷àéíîå
÷èñëî. Ïî âåëè÷èíå y âåðøèíû îáðàçóþò êó÷ó (â êîðíå ìèíèìóì). Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî,
÷òî, åñëè âñå y ðàçëè÷íû, êîðåíü îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, è âñå îñòàâøèåñÿ
âåðøèíû îäíîçíà÷íî äåëÿòñÿ íà ëåâîå ïîääåðåâî è ïðàâîå ïîääåðåâî. Ò.å. ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
êîðåíü � ñëó÷àéíàÿ èç N âåðøèí. Òóò íóæíî êàê ðàç ñêàçàòü, ÷òî òàêîå RBST. Random
Balanced Search Tree. Ýòî òàêîå äåðåâî, â êîòîðîì êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåðøèíà.
Ðàçíèöà â òîì, ÷òî y-îâ â RBST íåò, âìåñòî ýòîãî â îïåðàöèè Merge, ÷òîáû âûáðàòü íîâûé
êîðåíü, â ñîîòâåòñòâèè ñ èíâàðèàíòîì, êîðíåì ñ âåðîÿòíîñòüþ Lsize

Lsize+Rsize
ñòàíîâèòñÿ êîðåíü

ëåâîãî äåðåâà. Èíà÷å, êîðåíü ïðàâîãî äåðåâà. Ïëþñ RBST ïåðåä äåêàðòîâûì: íå íóæíû y-
è, áëàãîäàðÿ ýòîìó ïîëó÷àåòñÿ ïåðñèñòåíòíîñòü. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïàìÿòè: y-êè õðàíèòü íå
íóæíî, size õðàíèòü íóæíî. Ò.å. RBST ïî ïàìÿòè íèêîãäà íå õóæå, à èíîãäà äàæå ëó÷øå.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñêîðîñòè: RBST â äâà ðàçà ìåäëåííåå. Âñå ïîòîìó, ÷òî ðàíäîì ïî õîäó
âûïîëíåíèÿ ãåíåðèðîâàòü ñëèøêîì äîëãî.

• Âûðàæåíèå îïåðàöèé äðóã ÷åðåç äðóãà � Äëÿ âñåõ äåðåâüåì åñòü îïåðàöèè Add è
Del. Äëÿ äåêàðòîâûõ äåðåâüåâ ìû âèäåëè îïåðàöèè Split è Merge, â Splay-äåðåâå âèäåëè íà
ñàìîì äåëå îïåðàöèþ MakeRoot � ñäåëàòü âåðøèíó êîðíåì äåðåâà. Äàâàéòå ïîéìåì, êàêàÿ
èç âûøå îïèñàííûõ îïåðàöèé (êàêîé ïîäõîä) ïîëåçíåå, ìîùíåå.
Óòâåðæäåíèÿ:

1. Add è Del âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Split è Merge

2. Split è Merge âûðàæàþòñÿ ÷åðåç MakeRoot.
3. Îïåðàöèè Split è Merge ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòè äåðåâà ïî íåÿâíîìó

êëþ÷ó

4. Îïåðàöèÿ MakeRoot ïîçâîëÿåò ñýêîíîìèòü âðåìÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè ê îäíîé è òîé æå
âåðøèíå ìû îáðàùàåìñÿ ìíîãî ðàç.

Îáîñíîâàíèÿ:
1. Add(x) : Split T by x to L and R. Merge L, (x), R.
2. Split T by x : MakeRoot(x). L = T.L and (T.x), R = T.R
3. Çäåñü äëÿ òåõ, êòî íå çíàåò, ÷òî òàêîå âîçìîæíîñòè äåðåâà ïî íåÿâíîìó êëþ÷ó, ÿ

îáúÿñíþ ýòî. Åñëè ìàññèâ õðàíèòü, êàê äåðåâî ïî íåÿâíîìó êëþ÷ó, òî ïîÿâëÿþòñÿ
íîâûå îïåðàöèè: ïîìåíÿòü äâà êóñêà ìàññèâà ìåñòàìè, âñòàâèòü â ñåðåäèíó ìàññèâà,
óäàëèòü èç ñåðåäèíû ìàññèâà. Ïðè ýòîì îáðàùåíèå ïî èíäåêñó âñå åùå äîñòóïíî.

4. Ïóñòü â Splay äåðåâå ìû âñåãäà îáðàùàåìñÿ òîëüêî ê îäíîìó ýëåìåíòó. Òîãäà ïåðâûì
æå çàïðîñîì îí ïîäíèìåòñÿ â êîðåíü, äàëåå îáðàùåíèÿ ê íåìó áóäóò áûñòðåå. Åñëè
ìû îáðàùàåìñÿ òîëüêî ê êàêèì-òî k ýëåìåíòàì óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî àìîðàòèçèðîâàííîå
âðåìÿ îáðàáîòêè îäíîãî çàïðîñà áóäåò O(log k).

6 Ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàöèé

• Add → Build � ÷òîáû ïîñòðîèòü äåðåâî èç N ýëåìåíòîâ, ìîæíî âñå èõ ïî î÷åðåäè
äîáàâèòü.

• Merge → Add � åñëè ìû óìååì Merge-èòü, òî ÷òîáû äîáàâèòü, íóæíî ñ-Merge-èòü ñ
îäíîýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì. Íàïðèìåð, òàê óñòðîåíû áèíîìèàëüíûå (ñëèâàåìûå) êó÷è.

• Build, Add → Merge � èçíà÷àëüíî âñå ñòðóêòóðû ïîñòðîåíû îïåðàöèåé Build. Ïóñòü
òåïåðü ìû õîòèì êàêèå-òî äâå ñëèòü â îäíó. Ïåðåêèíåì ìåíüøóþ â áîëüøóþ ïîýëåìåíòíî
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îïåðàöèåé Add. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî, êàæäûé ýëåìåíò áóäåò äîáàâëåí O(logN) ðàç, ò.ê. ïîñëå
î÷åðåäíîãî äîáàâëåíèÿ ðàçìåð ñòðóêòóðû, â êîòîðîé îí æèâåò óâåëè÷èëñÿ õîòÿ áû â äâà
ðàçà.

• Build → Merge � ÷òî äåëàòü, åñëè ìû íå ìîæåì ïåðåêèäûâàòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó,
åñëè ó íàñ íåò îïåðàöèè Add? Ïðèäóìàåì íîâóþ èäåþ íà ïðèìåðå çàäà÷è äàíû N òî÷åê íà

ïëîñêîñòè, íóæíî äåëàòü êàêîé-òî çàïðîñ íà ïðÿìîóãîëüíèêå. Ò.å. ïî ñóòè ìû ñåé÷àñ õîòèì
íàó÷èòüñÿ ñëèâàòü 2D-äåðåâüÿ. Áóäåì õðàíèòü òåêóùèå K òî÷åê êàê logK 2D-äåðåâüåâ,
êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç 2x òî÷åê. Âñå x-û ðàçëè÷íû. Òåïåðü åñòü äâå ñòðóêòóðû òàêîãî
âèäà, ìû èõ ìîæåì ñëîæèòü êàê ÷èñëà â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ò.å. êîãäà ìû âèäèì
äâà ìíîæåñòâà èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê � 2x, ìû ïîðîæäàåì íîâîå äåðåâî èç óæå
2x+1 òî÷åê. Êàê ìû ýòî äåëàåì? Ïðîñòî âûçûâàåì ïðîöåäóðó Build. Ïî÷åìó ýòî áûñòðî
ðàáîòàåò? Ïîòîìó ÷òî, êîãäà òî÷êà ó÷àñòâóåò â î÷åðåäíîì Build-å, ðàçìåð ìíîæåñòâà, â
êîòîðîì îíà æèâåò, óäâîèëñÿ. Ò.å. êàæäàÿ òî÷êà áóäåò ó÷àñòâîâàòü â Build-àõ íå áîëåå logN
ðàç. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñóììàðíîå âðåìÿ íà âñå Build-û ðàâíî Build(N logN). Çà ñêîëüêî
ðàáîòàåò Get â íîâîé ñòðóêòóðå? Ìû âûçîâåì ñòàðûé Get îò êàæäîé èç O(logN) ÷àñòåé, ò.å.
çà O(Get · logN).

• Build → Merge, Add � ìû óæå óìååì äåëàòü Build→ Merge è Merge→ Add. Òàê ÷òî
âñå îê.

• Add = Change + O�ine � Âñå, î ÷åì ìû ãîâîðèëè âûøå ðàáîòàëî â Online, òåïåðü
ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå çàïðîñû äîáàâëåíèÿ äàíû íàì â O�ine. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó "çàïðîñ
= ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òî÷åê â ïðÿìîóãîëüíèêå". Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ó êàæäîé òî÷êè åñòü
çíà÷åíèå, è èçíà÷àëüíî âñå íå äîáàâëåííûå òî÷êè èìåþò çíà÷åíèå 0, à äîáàâëåíèå òî÷êè
= ïîìåíÿòü åå çíà÷åíèå íà 1. Çàïðîñ òåïåðü ïðåâðàòèëñÿ â íàéòè ñóììó çíà÷åíèé òî÷åê â
ïðÿìîóãîëüíèêå. Çàòî äîáàâëÿòü íîâûå òî÷êè (÷òî äëÿ 2D-äåðåâà îïåðàöèÿ íå ïðîñòàÿ) óæå
íå íóæíî.

• Del = Find � ×òîáû óäàëèòü ýëåìåíò, íàïðèìåð, â ñáàëàíñèðîâàííîì äåðåâå, ÷àñòî
äîñòàòî÷íî íàéòè åãî è ñäåëàòü ñïåöèàëüíóþ ïîìåòêó íåò òåáÿ! Òàêèì îáðàçîì, åñëè âû
óìååòå äîáàâëÿòü â AVL, íî íå ïîìíèòå, êàê óäàëÿòü. Íè÷åãî ñòðàøíîãî, ïðîñòî íå óäàëÿéòå.

• Del = do not Del � Íà ðàçáîðå âû óçíàåòå áîëåå ìîùíûé ñïîñîá, êàê ìîæíî íå
óäàëÿòü, åñëè âñå çàïðîñû äàíû â O�ine. Òóò óäàëåíèå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê îòìåíà

äîáàâëåíèÿ, âñå çàïðîñû áóäóò ðàçáèòû íà ïàðû (äîáàâèòü-óäàëèòü). Ò.å. ïðîñòî êàæäîå
äîáàâëåíèå áóäåò äåéñòâîâàòü íà îòðåçêå [L..R]. Ñîáñòâåííî ñïîñîá ìîæíî ïðî÷åñòü â
ðàçáîðå çàäà÷è A. À ñåé÷àñ ðåêëàìà: äàí ãðàô, äîáàâëÿþòñÿ è óäàëÿþòñÿ ðåáðà, íóæíî
ãîâîðèòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, ñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Çàïðîñîâ 105, TL = 0.5
ñåêóíä.
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