
Ëåêöèÿ

1 Persistent Data Structures

Äëÿ ïîíèìàíèå ýòîé ÷àñòè î÷åíü æåëàòåëüíî çíàêîìñòâî ñ äåðåâüÿìè
îòðåçêîâ.

1.1 Ââåäåíèå

Äëÿ íà÷àë ïîéìåì, ÷òî òàêîå Persistent. Ïóñòü ó íàñ åñòü ìàññèâ a0 è
ìû åãî ìåíÿåì, ïèøèì a0[i] := x, ñòàðûé ìàññèâ íå ìåíÿåòñÿ ñîçäàåòñÿ
íîâûé ìàññèâ a1. Åñëè ìû ïèøåì òåïåðü a0[j] := y, ñîçäàåòñÿ íîâûé
ìàññèâ a2, ãäå â ïîçèöèè i íåò x-à.

Ïîëó÷àåòñÿ äåðåâî âåðñèé. Ñòàðûå âåðñèè ñòðóêòóð æèâóò âå÷íî,
ìû èõ íèêîãäà íå ìåíÿåì. Ìû òîëüêî ñîçäàåì íîâûå ñòðóêòóðû, íîâûå
âåðñèè.

Ñåé÷àñ ìû íàó÷èìñÿ äåëàòü ëþáóþ ñòðóêòóðó äàííûõ Persistent-
íîé. Ïðè ýòîì ïàìÿòü è âðåìÿ ñòàíóò áîëüøå âO(log n) ðàç. Äëÿ áèíàðíûõ
äåðåâüåâ óâåëè÷èòñÿ òîëüêî ïàìÿòü.

1.2 Ìàññèâ = Äåðåâî îòðåçêîâ, Äåðåâî - ýòî ïðîñòî

Ñòðóòóðû äàííûõ â îñíîâíîì ñîñòîÿò èç ìàññèâîâ è áèíàðíûõ äåðåâüåâ.
Äëÿ íà÷àëà ïðåäñòàâèì ìàññèâ â âèäå äåðåâà îòðåçêîâ. Äåðåâî ìû

áóäåì õðàíèòü íå â äðóãîì ìàññèâå, à êàê ïðîèçâîëüíîå áèíàðíîå äåðåâî
ñî ññûëêàìè íà ëåâîå è ïðàâîå ïîääåðåâüÿ. Îáðàùåíèå ê îäíîìó ýëåìåíòó
ìàññèâà (è ÷òåíèå, è çàïèñü) òåïåðü ðàáîòàþò íå çà O(1), à çà O(logN).

Âåðíåìñÿ ê äåðåâüÿì. Êàê äåðåâî ñäåëàòü Persistent-íûì? Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé êîä, íàäåþñü, îí ïîëíîñòüþ îòâåòèò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ:

tree Add( tree t, int x )

{

if (t == null)

return new tree(null, null, x);

if (x < t.x)

return new tree(Add(t.left, x), t.right, t.x);

else

return new tree(t.left, Add(t.right, x), t.x);

}
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Îáðàòèòå âíèìàíèå, ñòàðîå äåðåâî ìû íè ðàçó íå ïîìåíÿëè. Ïîäâåäåì
èòîã:

Ñ ýòîãî ìîìåíòà âåñü ìèð äëÿ íàñ � äåðåâüÿ, à äåðåâüÿ ìû óìååì

äåëàòü Persistent. Êàæäàÿ âåðñèÿ ñòðóêòóðû äàííûõ � êîðåíü äåðåâà.

Ìû õðàíèì ìàññèâ âåðñèé, ìàññèâ êîðíåé. Ïîñòðîåííàÿ íàìè êîíñòðóêöèÿ

� ýòî íåñêîëüêî äåðåâüåâ. Âìåñòå îíè îáðàçóþò àöèêëè÷íûé ãðàô. Îäíî

äåðåâî îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ êîðíåì.

1.3 Garbage Collection

Åñëè íàì íóæíû âñå âåðñèè, âñå èõ íóæíî õðàíèòü. Ïîñëå k çàïðîñîâ,
ïàìÿòè áóäåò èñïîëüçîâàíî O(k log k).

Ïðåäñòàâèì äðóãóþ ñèòóàöèþ: òîëüêî 3-4 âåðñèè âñå åùå íóæíû,
ïàìÿòü èç ïîä îñòàëüíûõ ìîæíî î÷èñòèòü. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè íóæíûõ
âåðñèé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè O(1), ïàìÿòü ìîæíî ñîêðàòèòü äî O(k)
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ñïîñîá 1:
Áóäåì õðàíèòü ÷èñëî ññûëîê íà êàæäóþ âåðøèíó. Åñëè êàêàÿ-òî

âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, ÷èñëî ññûëîê íà íåå òîæå íóæíî óâåëè÷èòü
íà 1.

Åñëè êàêàÿ-òî âåðñèÿ íàì óæå íå íóæíà, óìåíüøàåì ÷èñëî ññûëîê
íà êîðåíü ýòîé âåðñèè, åñëè ÷èñëî ññûëîê ñòàëî íóëåì, ýòà âåðøèíà
íàì ìîæíî íå íóæíà. Óäàëèì åå, îñîâîáîäèì ïàìÿòü. Óäàëÿòü íóæíî
ðåêóðñèâíî, óäàëåíèå âåðøèíû óìåíüøàåò ÷èñëî ññûëîê íà äðóãèå âåðøèíû.

Ñïîñîá 2:
Áóäåì èíîãäà (êîãäà ïàìÿòè îñòàëîñü ñîâñåì ìàëî è óæå ïîðà ÷òî-

òî äåëàòü) äåëàòü òàê: áåðåì âñå æèâûå êîðíè è îáõîäèì èõ äåðåâüÿ,
ïîìå÷àÿ, ÷òî âñå ýòè âåðøèíû æèâûå. Ïîñëå ýòîãî î÷èùàåì ïàìÿòü èç-
ïîä âñåõ âåðøèí, íå ïîìå÷åííûõ, êàê æèâûå.

1.4 Äåìîíñòðàöèÿ ìîùè ñëîâà Persistent. Ðåøèì çàäà÷êó.

Ìíîãèå çàäà÷è èìåþò Offline ðåøåíèå ãîðàçäî áîëåå ïðîñòîå, ÷åì Online.
Persistent ñòðóêòóðû ïîçâîëÿò íàì ìíîãèå Offline ðåøåíèÿ îáîáùèòü
íà Online ñëó÷àé.

Ñäåëàåì ýòî íà ïðèìåðå çàäà÷è Äàíû n òî÷åê íà ïëîñêîñòè, çàïðîñ

= ïîñ÷èòàòü ÷èñëî òî÷åê â ïðÿìîóãîëüíèêå. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà,
êîíå÷íî, ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò.

Offline ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è � îäíîìåðíîå äåðåâî îòðåçêîâ ñî ñêàíèðóþùåé
ïðÿìîé. Ïðîéäåìñÿ ñêàíèðóþùåé ïðÿìîé ïî òî÷êàì. Âñå äåðåâüÿ îòðåçêîâ
ñäåëàåì Persistent è ñîõðàíèì â ïàìÿòè. Ïðîèçîøëî ÷óäî, òåïåðü, êîãäà
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íàì ïðèõîäèò î÷åðåäíîé ïðÿìîóãîëüíèê, îáà äåðåâà îòðåçêîâ, êîòîðûå
íóæíû äëÿ îòâåòà íà çàïðîñ óæå ïîñ÷èòàíû, ê íèì ìîæíî îáðàòèòüñÿ.

Äîáàâëÿòü íîâûå òî÷êè ìû òàê è íå íàó÷èëèñü, íî, åñëè íàáîð òî÷åê
ôèêñèðîâàí, íà çàïðîñû ìû óìååì îòâå÷àòü Online.

1.5 Çàêëþ÷åíèå

1. Ìíîãèå ñòðóêòóðû äàííûõ ñîñòîÿò èç ìàññèâîâ è äåðåâüåâ.

2. Äåðåâî åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåëàåòñÿ ïåðñèñòåíòíûì (áåç ïîòåðè
âðåìåíè, ïàìÿòè â logN ðàç áîëüøå).

3. Ìàññèâ � ýòî òîæå äåðåâî. Äåðåâî îòðåçêîâ.

2 Ïåðåáîð!

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ýòîé ÷àñòè îáÿçàòåëüíî çíàêîìñòâî ñ ðåêóðñèåé.

2.1 ×èòåðñêèå ìåòîäû

2.1.1 Ïðåäïîäñ÷åò

Ïðåäñòàâüòå òàêóþ çàäà÷ó: âàì äàí áèíàðíûé ôàéë. Âû çíàåòå, ÷òî ýòî
ïðîãðàììà, êîòîðàÿ äëÿ n îò 1 äî 500 óìååò èñêàòü ÷èñëî êàêòóñîâ
èç n âåðøèí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Ýòó ïðîãðàììó íàïèñàëè
ó÷àñòíèêè êîíòåñòà. Âû íå çíàåòå, ïðàâèëüíî ëè ïðîãðàììà ðàáîòàåò,
êàêèå îøèáêè â íåé ñäåëàíû, ó âàñ íåò èñõîäíîãî êîäà ïðîãðàììû.

Âàøà çàäà÷à � íàïèñàòü ñâîþ ïðîãðàììó, ðàáîòàþùóþ òàê æå, êàê
è äàííàÿ âàì íà âñåõ òåñòàõ. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷à � çàïóñòèòü äàííóþ
âàì ïðîãðàììó íà âñåõ òåñòàõ îò 1 äî 500 è îòïðàâèòü ïðåäïîäñ÷èòàííûé
ìàññèâ.

Ýòî ïåðâîå ÷èòåðñòâî. Èìÿ åãî � ïðåäïîäñ÷åò. Íå çàáûâàéòå ïðî
íåãî.

2.1.2 Ëåíèâîå DP = ïåðåáîð + çàïîìèíàíèå

×òîáû íàïèñàòü äèíàìèêó íóæíî íàïèñàòü ïåðåáîð è äîáàâèòü â íåãî
çàïîìèíàíèå. Ìîæíî âîñïðèíèìàòü ýòî, êàê ëåíèâóþ äèíàìèêó, ìîæíî
êàê îïòèìèçàöèþ ê ïåðåáîðó. ×àñòî, åñëè íå ïîëó÷àåòñÿ íàïèñàòü ïðîñòóþ
äèíàìèêó ïî ïðîôèëþ, ìîæíî íàïèñàòü ðåêóðñèâíûé ïåðåáîð è äîáàâèòü
â íåãî îòñå÷åíèå �äèíàìèêà ïî ïðîôèëþ�.

Äëÿ òåõ, êòî ïëîõî çíàêîì ñ ëåíèâîé äèíàìèêîé: ðàññìîòðèì çàäà÷ó
íàéòè ÷èñëî ïóòåé èç s â t â àöèêëè÷íîì ãðàôå. Áóäåì äëÿ êàæäîé
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âåðøèíû v ñ÷èòàòü f(v) � ÷èñëî ïóòåé èç v â t. f(v) =
∑

x = äèò¼ v
f(x).

Çàïóñêàåì dfs èç âåðøèíû s è ðåêóðñèâíî ñ÷èòàåì ôóíêöèþ f äëÿ âñåõ
âåðøèí ãðàôà. Ðåøåíèå ðàáîòàåò çà O(E). ×åì ýòî ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ
îò ïåðåáîðà âñåõ ïóòåé èç s â t? Îòâåò:

if (used[v])

return f[v];

used[v] = 1

Áëàãîäàðÿ ýòîìó if-ó ïåðåáîð ïðåâðàùàåòñÿ â äèíàìèêó.

2.1.3 Æàäíîñòü è ïåðåáîð

Ëþáóþ æàäíîñòü ìîæíî óëó÷øèòü äî ïåðåáîðà. Æàäíîñòü ðàáîòàåò íà
íåêîòîðîì ãðàôå ñîñòîÿíèé. Ïðè ýòîì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âûáèðàåòñÿ
ìàêñèìàëüíîå ïî íåêîòîðîé ôóíêöèè ðåáðî. Ìîæíî âìåñòî âûáîðà ìàêñèìóìà
ñäåëàòü ñîðòèðîâêó è çàïóñòèòü ïåðåáîð ïî âñåì ðåáðàì íà÷èíàÿ ñ ìàêñèìàëüíîãî.
Ðàáîòàòü áóäåò íå õóæå. À íà ìàëåíüêèõ òåñòàõ äàæå ëó÷øå.

Ïðèìåð: ðåøàåì çàäà÷ó î ðþêçàêå (íàáðàòü â ðþêçàê îãðàíè÷åííîãî
âåñà âåùè max ñóììàðíîé ñòîèìîñòè) æàäíîñòüþ �áðàòü êàæäûé ðàç
âåùü ñ max óäåëüíîé ñòîèìñîòüþ�, ÷òîáû ïðåâðàòèòü æàäíîñòü â ïåðåáîð,
áóäåì ñîðòèðîâàòü âåùè ïî ýòîìó êðèòåðèþ è ðåàëèçóåì èäåþ ðåêóðñèâíî.

2.1.4 Ëåíèâîñòü ïåðåáîðà

Íå ïåðåáèðàéòå ñëèøêîì ìíîãî. Ïåðåáèðàéòå çíà÷åíèå îáúåêòîâ òîëüêî,
êîãäà ýòè çíà÷åíèÿ âàì ïîíàäîáèëèñü (äëÿ ñðàâíåíèÿ â if-å, íàïðèìåð).
Äåéñòâóéòå ìàêñèìàëüíî ëåíèâî.

2.2 Ïîñòàíîâêà îáùåé çàäà÷è

Äàâàéòå ðàçáåðåìñÿ, ÷òî æå òàêîå ïåðåáîð, êàêóþ çàäà÷ó îí ðåøàåò, è
÷åìó áóäåò ïîñâÿùåíà ýòà ÷àñòü ëåêöèè. �Ïåðåáîðîì� ìû áóäåì ðåøàòü
4 çàäà÷è íà ãðàôå ñîñòîÿíèé.

• Ïðîâåðêà äîñòèæèìîñòè �õîðîøåé� âåðøèíû

• Ïîèñê íåâçâåøåííîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè

• Ïîèñê âçâåøåííîãî ïóòè min âåñà

• Ïîèñê âçâåøåííîãî ïóòè max âåñà
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Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåé äîìíîæåíèåì âåñîâ íà -1,
ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷ âñåãî 3.

Ïîãîâîðèì î íàøåì ãðàôå. Ãðàô, íà êîòîðîì, ìû ðåøàåì îïèñàííûå
3 çàäà÷è çàäàí íåÿâíî. Îí âñåãäà íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî ñîõðàíèòü â
ïàìÿòè åãî íå ïîëó÷àåòñÿ. Èíà÷å ìû áû ïðîñòî íàïèñàëè ñîîòâåòñòâåííî
dfs, bfs è Ford-Bellman èëè Dijkstra.

Ìíîãèå èç ïðåäëîæåííûõ ðåøåíèé áóäóò, êàê è ïîëîæåíî �ïåðåáîðàì�,
ðåêóðñèâíûìè, íî íå âñå. Ïîãîâîðèì î ðåêóðñèè. Ðåêóðñèÿ ïîðîæäàåò
äåðåâî ðåêóðñèè. Íåêîòîðûå ñîñòîÿíèÿ ýòîãî äåðåâà õî÷åòñÿ ñêëåèòü, òàê
êàê ýòî îäíà è òà æå âåðøèíà ãðàôà ñîñòîÿíèé. Ðåêóðñèâíûé æå ïåðåáîð
� ïîïûòêà íàïèñàòü àëãîðèòìû dfs, bfs è Ford-Bellman ðåêóðñèâíî. Â
îòëè÷èè îò dfs-à, bfs è FB íàïèñàòü ðåêóðñèâíî íå ïðîñòî.

2.3 Ìåìîðèçàöèÿ (çàïîìèíàíèå, õýøèðîâàíèå ñîñòîÿíèé)

2.3.1 dfs

Äëÿ dfs-à ýòî õýøòàáëèöà. Ñîáñòâåííî ìû ïîëó÷àåì ëåíèâóþ äèíàìèêó.

2.3.2 bfs

Äëÿ bfs-à, åñëè ìû åãî ïèøåì íåðåêóðñèâíî âñå ïîíÿòíî � ñîñòîÿíèå
äîáàâëÿåòñÿ â î÷åðåäü òîëüêî, åñëè åãî åùå íåò â õýøòàáëèöå. Åñëè æå
bfs ðåàëèçóåòñÿ ÷åðåç ðåêóðñèþ, ìîæíî ïðîâåðÿòü, óëó÷øèëîñü ðàññòîÿíèå
äî âåðøèíû, èëè íåò. Óãëóáëÿòü ðåêóðñèþ èìååò ñìûñë òîëüêî åñëè
ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû óëó÷øèëîñü. Âðåìÿ ðàáîòû òàêîãî àëãîðèòìà
â õóäøåì ñëó÷àå O(V E) (ò.ê. äëÿ êàæäîé âåðøèíû áóäåò íå áîëåå V
óëó÷øåíèé).

2.3.3 FB

Ðåêóðñèâíàÿ ðåàëèçàåòñÿ íè ÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò �bfs�-à (ñì. âûøå)

2.4 Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö äëÿ dfs-à

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàê íàçûâàåìûé ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö íà ïðèìåðå
äâóõ çàäà÷ � ïîèñê Ãàìèëüòîíîâà ïóòè â ãðàôå è ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî
ïî äëèíå ïóòè â íåâçâåøåííîì ãðàôå.

Ñóòü ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö â òîì, ÷òî íå âñå âåòâè ðåêóðñèè íóæíî
îáõîäèòü, íåêîòîðûå ìîæíî îòñåêàòü. Ïîâîäîì äëÿ îòñå÷åíèÿ âåòâåé
ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöû (îöåíêè íà òî, íàñêîëüêî ýòî ïîääåðåâî èíòåðåñíî
èëè íåèíòåðåñíî).
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì ñîñòîÿíèå: ìíîæåñòâî
óæå ïîñåùåííûõ âåðøèí è ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà â ïóòè. Ñîñòîÿíèé âñåãî
O(2nn), ðåáåð O(2nn2). Ó íàñ ïîÿâèëñÿ íîâûé ãðàô, ãðàô ñîñòîÿíèé.
Èñïîëüçóåì ìåìîðèçàöèþ (çàïîìèíàíèå). Â îáîèõ çàäà÷àõ äëÿ êàæäîãî
ñîñòîÿíèÿ íàì âàæíî òîëüêî áûëè ìû óæå â òàêîì, èëè åùå íåò. Èòîãî
íàøå ïåðåáîðíîå ðåøåíèå ðàáîòàåò çà O(2nn2).

Òåïåðü íîâîå, ñïèñîê îòñå÷åíèé:

1. Îòñå÷åíèå ïî âðåìåíè: äîáàâèòü åãî � íèêîãäà íå ëèøíåå.

2. Îòñå÷åíèå ïî îòâåòó: ýòî ñàìîå ãëàâíîå îòñå÷åíèå. CurrentV alue+
F (State) > Answer, F (State) = êîëè÷åñòâî äîñòèæèìûõ âåðøèí
èç òåêóùåãî êîíöà ïóòè. Åñëè ìû èùåì Ãàìèëüòîíîâ ïóòü, Answer
èçíà÷àëüíî ðàâåí V − 1, èíà÷å 0.

3. Æàäíîñòü, ñîðòèðîâêà ðåáåð: äàâàéòå ïåðåáèðàòü ðåáðà íå â
ïðîèçâîëüíîì, à â êàêîì-òî �õîðîøåì� ïîðÿäêå. Îäèí èç âàðèàíòîâ
òàêîãî ïîðÿäêà � ñîðòèðîâêà ïî F (State). Äëÿ çàäà÷è ïðî Ãàìèëüòîíîâ
öèêë õîðîøî èçâåñòíà áîëåå ëó÷øàÿ æàäíîñòü � ïîðÿäîê âîçðàñòàíèÿ
ñòåïåíè âåðøèí. Èíòåðåñíûé ôàêò: çàäà÷à ïðî îáõîä êîíåì øàõìàòíîé
äîñêè N × N äëÿ N 6 300 ðåøàåòñÿ áåç ïåðåáîðà, æàäíî. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî íà÷àòü èç ñëó÷àéíîé êëåòêè äîñêè, à æàäíîñòü
óëó÷øèòü òàêîé ýâðèñòèêîé: åñëè ñòåïåíè ðàâíû, ïûòàåìñÿ ìàêñèìàëüíî
ïðèæàòüñÿ ê êðàþ äîñêè.

4. Ïåðåáîð òîëüêî k ëó÷øèõ ðåáåð: ýòî ïåðâàÿ èç ðàññìîòðåííûõ
íàìè îïòèìèçàöèÿ (îòñå÷åíèå ïî âðåìåíè íå â ñ÷åò), êîòîðàÿ ìîæåò
ïðèâåñòè ê âåðäèêòó Wrong Answer. Òåì íå ìåíåå ìîùü îïòèìèçàöèè
âåëèêà. Ìû òîëüêî ïîêà íå çíàåì, êàêîå k ëó÷øå âçÿòü.

5. Iterative Increasing of k: áóäåì ïåðåáèðàòü k âî âíåøíåì öèêëå
for (k=1;;k++)

Ýòî ïîïûòêà äàòü îáùóþ ñõåìó, êîòîðóþ ëåãêî îáîáùèòü íà ïîõîæèå
çàäà÷è. Êîíêðåòíî ïðî Ãàìèëüòîíîâ öèêë ìîæíî äîáàûèòü ñëåäóþùåå:
ïîìîãàåò ïîèñê ìîñòîâ çà O(E) íà êàæäîì øàãå ðåêóðñèè. Ïðî ïóòümax
äëèíû äîáàâëþ: äëÿ ïîëó÷åíèÿ âïå÷åòëÿþùèõ ðåçóëüòàòîâ äîñòàòî÷íî
ïåðâûõ äâóõ èç ïåðå÷èñëåííûõ îïòèìèçàöèé.

Âàæíî: Êàê ðàáîòàåò îòñå÷åíèå ïî îòâåòó? Íóæíî èìåòü ôóíêöèþ
îöåíêè F (State): åñëè CurrentV alue+F (State) > Answer, ìîæíî îáîðâàòü
ðåêóðñèþ. Êðîìå ýòîãî íóæíî ñîáñòâåííî èìåòü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå
îòâåòà �Answer. Ïîèñê â ãëóáèíó ñïåðâà ðàáîòàåò êàê æàäíîñòü. Äîõîäèò
äî ñàìîãî íèçà, ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà íà îòâåò � òåêóùèé Answer.
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2.5 dfs ìîæåò áûòü íå õóæå bfs-à

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: ìû èùåì êðàò÷àéøèé ïóòü, êàê åãî ìîæíî íàéòè
dfs-ì, è ÷åì dfs ìîæåò îêàçàòüñÿ ëó÷øå íåðåêóðñèâíîãî bfs-à ñ î÷åðåäüþ?
Ãëàâíîå ïðåèìóùåñòâî dfs-à � îòñå÷åíèå ïî îòâåòó. Íåäîñòàòîê � òî, ÷òî
â êàæäóþ âåðøèíó ìû âûíóæäåíû çàõîäèòü íåñêîëüêî ðàç (êàæäûé ðàç
ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû óëó÷øàåòñÿ).

Ðåøåíèå ïðîáëåìû = Iterative Deepening. Äàâàéòå äàäèì dfs-ó
îãðàíè÷åíèå ïî ãëóáèíå MAX_DEP. È áóäåì ïåðåáèðàòü ýòó êîíñòàíòó âíåøíèì
öèêëîì for (MAX_DEP=1;; MAX_DEP++). Ýòî ìîæåò óõóäøèòü îòñå÷åíèå
ïî îòâåòó (èíîãäà îòñå÷åíèå ïî îòâåòó õîðîøî ðàáîòàåò, òîëüêî åñëè ìû
ïîçâîëÿåì dfs-ó äîõîäèòü äî ãëóáîêèõ âåðøèí ãðàôà). Ìû ïîëó÷èëè
íîâûé àëãîðèòì: dfs + Iterative Deepening.

Îáúÿñíèì, ïî÷åìó íîâûé àëãîðèòì ïî âðåìåíè ðàáîòû íå õóæå bfs-
à. Êàçàëîñü áû, ìû äîëæíû êàæäûé ðàç, äëÿ êàæäîãî íîâîãî MAX_DEP

ïðîäåëûâàòü òó æå ðàáîòó, ÷òî è íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, à bfs âñå
äåëàåò òîëüêî îäèí ðàç. Çàìåòèì, ÷òî ðîñò ÷èñëà ñîñòîÿíèé ýêñïîíåíöèàëåí
îò ãëóáèíû. Ò.å. bfs ðàáîòàåò çàNum(Ans), à dfs + Iterative Deepening

ïðèìåðíî çàNum(Ans)+Num(Ans)/2+Num(Ans)/4+· · · , ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè
íå ïðåâîñõîäèò Num(Ans).

2.6 bfs = dfs = dfs + Iterative Deepening

dfs + Iterative Deepening ëó÷øå bfs-à òåì, ÷òî â íåì åñòü îòñå÷åíèå
ïî îòâåòó. Äàâàéòå â bfs äîáàâèì òàêîå æå îòñå÷åíèå. È â dfs + Iterative

Deepening, è â bfs, è â dfs îòñå÷åíèå ïî îòâåòó ðàáîòàåò ïî-ðàçíîìó, ò.ê.
âåðøèíû ïåðåáèðàþòñÿ â ðàçíîì ïîðÿäêå, ÷òîáû ýòî íè÷åì íå ïîðòèëî
ïåðâûå 2 àëãîðèòìà, äàâàéòå ñïåðâà äëÿ óëó÷øåíèÿ îöåíêè îòâåòà çàïóñòèì
dfs íà 0.5 ñåêóíä, à ïîòîì óæå ñîáñòâåííî àëãîðèòì.
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2.7 Óëó÷øåííûé bfs, ìàæîðèðóþùèé âñå äðóãèå ìåòîäû

Äàâàéòå ïîäâåäåì èòîã âñåì îòñå÷åíèÿì, êîòîðûå ìû óçíàëè è äîáàâèì
åùå îäíî, ïîñëåäíåå. Ïîëó÷èòñÿ îòëè÷íûé àëãîðèòì.

1. Ñïåðâà çàïóñêàåì dfs áåç Iterative Deepening íà 0.5 ñåêóíä. Èñïîëüçóåì
âñå îïòèìèçàöèè äëÿ dfs-à, êîòîðûå ìû ïðîõîäèëè âûøå.

2. Òåïåðü ïèøåì bfs. Íåðåêóðñèâíûé. Îãðàíè÷èâàåì bfs-ó ðàçìåð
î÷åðåäè.

3. Âíóòðè bfs-à íå çàáûâàåì èñïîëüçîâàòü îòñå÷åíèå ïî îòâåòó. Ýòî
ïî÷òè ñàìîå âàæíîå.

4. Â î÷åðåäè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îñòàâëÿåì òîëüêî ëó÷øèå
ñîñòîÿíèÿ (æàäíîñòü). Ìîæíî èñïîëüçîâàòü êó÷ó (î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè),
ìîæíî, êàê òîëüêî î÷åðåäü ïåðåïîëíèòñÿ â 2 ðàçà, ñîðòèðîâàòü âñå
ñîñòîÿíèå è îñòàâëÿòü íóæíîå ÷èñëî ëó÷øèõ.

5. Iterative Deepening ïî max ðàçìåðó î÷åðåäè. Ðàçìåð î÷åðåäè êàæäûé
ðàç óäâàèâàåòñÿ.

6. Îòñå÷åíèå ïî âðåìåíè. Îíî íàì ïîìîæåò :-)

Çàìå÷àíèå: 5-é îïòèìàéç ïî÷òè ìàæîðèðóåò 1-é, åñëè ðàçìåð î÷åðåäè
íà÷èíàòü ïåðåáèðàòü ñ åäèíèöû.

2.8 AB-îòñå÷åíèå

Ïðî íåãî ÿ ñåãîäíÿ ðàññêàçûâàòü íè÷åãî íå áóäó :-)

3 Ìåòîä îòêàòîâ

Äëÿ ïîíèìàíèå ýòîé ÷àñòè î÷åíü æåëàòåëüíî çíàíèå ÑÍÌ (Ñèñòåìû
Íåïåðåñåêàþùèõñÿ Ìíîæåñòâ).

Ñåé÷àñ ìû ðåøèì íåñêîëüêî çàäà÷. Çàäà÷è áóäóò óñëîæíÿòüñÿ. Âñå
çàäà÷è èìåþò ïî÷òè îäíî è òî æå óñëîâèå Äàí ãðàô, îí êàê-òî ìåíÿåòñÿ.
Ïîñëå êàæäîãî èçìåíåíèÿ íóæíî ãîâîðèòü, ñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

â ãðàôå.

3.1 Çàäà÷à 1: ðåáðà äîáàâëÿþòñÿ

ÑÍÌ â ÿâíîì âèäå. Ðåøåíèå ðàáîòàåò â Online.
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3.2 Çàäà÷à 2: ðåáðà óäàëÿþòñÿ

Ñïåðâà óäàëèì âñå ðåáðà, à ïîòîì áóäåì èõ äîáàâëÿòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Ðåøåíèå ðàáîòàåò òîëüêî â Offline.

3.3 Çàäà÷à 3: ðåáðà ñïåðâà äîáàâëÿþòñÿ, à ïîòîì óäàëÿþòñÿ

Ðàçáèâàåì çàäà÷ó íà 2 ÷àñòè, ðåøàåì èõ îòäåëüíî. Ðåøåíèå ðàáîòàåò
òîëüêî â Offline.

3.4 Çàäà÷à 4: óäàëÿòü ìîæíî òîëüêî ðåáðî äîáàâëåííîå
ïîñëåäíèì

Åñòü 2 ðåøåíèÿ.
Ðåøåíèå 1: Persistent :-)
Ðåøåíèå 2: Íàì íóæíà òîëüêî îäíàÿ âåðñèÿ, òåêóùàÿ.
Ïàìÿòü ìåíÿåòñÿ. Ìû ìåíÿåì êàêèå-òî ÿ÷åéêè ïàìÿòè, íî ìû ïîìíèì,

êàêèå. Ìîæíî âñå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé â ïàìÿòè õðàíèòü â ñòýêå (õðàíèì
ÿ÷åéêó è ñòàðîå çíà÷åíèå) è îòêàòûâàòü ïî íåîáõîäèìîñòè ñîñòîÿíèå
ïàìÿòè.

Àñèìïòîòèêà ÑÍÌ ïðè ýòîì ïîðòèòñÿ äî O(logN), ò.ê. íàì âàæíî,
ñêîëüêî 1 çàïðîñ ðàáîòàåò â õóäøåì ñëó÷àå â ðåàëüíîì âðåìåíè, áåç
àìîðàòèçàöèè.

Äàâàéòå ïîä÷åðêíåì ãëàâíóþ èäåþ: óäàëåíèå ðåáðà ìû íå äåëàåì,
ìû ÷èòåðèì, îòêàòûâàåìñÿ ê ïðåäûäóùåìó ñîñòîÿíèþ, â êîòîðîì óæå
âñå ïîñ÷èòàíî.

Ðåøåíèå ïîëíîñòüþ Online.

3.5 Çàäà÷à 5: óäàëÿòü ìîæíî ïðîèçâîëüíîå ñóùåñòâóþùåå
ðåáðî

Ñîáñòâåííî îá ýòîì ÿ è õîòåë ðàññêàçàòü. Ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è
ìîæíî íàçâàòü ñòýêîì. Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è áóäåò äåðåâî îòðåçêîâ.
Èäåÿ ðåøåíèÿ íå èçìåíèòñÿ � âàæíî íå äåëàòü Del, à îòêàòûâàòüñÿ
íàçàä.

Êàæäîìó çàïðîñó Add ñîîòâåòñòâóåò ïàðíûé åìó Del. È íàîáîðîò,
êàæäîìó Del ñîîòâåòñòâóåò ïàðíûé åìó Add.

Ïîñòðîèì íà çàïðîñàõ äåðåâî îòðåçêîâ. Ïóñêàé, ìû õîòèì çíàòü ÷èñëî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïîñëå âñåõ çàïðîñîâ ñ íîìåðàìè [L..R]. Êàêèå-òî
Add-û óæå òî÷íî ìîæíî ñäåëàòü, êàêèå-òî òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî îòìåíÿòñÿ
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ïàðíûì Del-îì. À ïðî êàêèå-òî Add-û ìû ïîêà íå ìîæåì ñêàçàòü íè÷åãî
îïðåäåëåííîãî. Õðàíèì âñå òàêèå �íåîïðåäåëåííûå� Add-û.

Ïðè ðåêóðñèâíîì ñïóñêå ïî äåðåâó îòðåçêîâ áóäåì íåêîòîðûå �íåîïðåäåëåííûå�
Add-û äåëàòü îïðåäåëåííûìè. Ýôôåêòà äâà � ìû áîëüøå íå òàùèì èõ
âãëóáü ðåêóðñèè, è íóæíî êàê-òî ïîìåíÿòü ãðàô.

Ïîñëå ðåêóðñèâíîãî ñïóñêà â êîíöå êîíöîâ ñëåäóåò ðåêóðñèâíûé ïîäúåì.
Ïðè ïîäúåìå íóæíî îòìåíèòü âñå èçìåíåíèÿ, êîòîðûå ìû ñäåëàëè ïðè
ñïóñêå. Òóò åñòü, êàê è â ïðîøëîé çàäà÷å, 2 ïóòè � Persistent è õðàíèòü
ñòýê èçìåíåíèé ïàìÿòè.

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óõóäøèëàñü óæå äî O(k log2 k). Òåì íå ìåíåå
òàêîìó âðåìåíè äëÿ íàñòîëüêî ñëîæíîé çàäà÷è ìîæíî ïîðàäîâàòüñÿ.
Çàìåòüòå, ðåøåíèå ðàáîòàåò òîëüêî â Offline.

4 Ðàçáîð êàê ïðîäîëæåíèå ëåêöèè

Äàííàÿ ëåêöèÿ çàäóìûâàëàñü òàêèì îáðàçîì, ÷òî íà ðàçáîð çàäà÷ îñòàíåòñÿ
êàêîé-òî òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Íàïðèìåð, íà ðàçáîðå áóäóò ðàññêàçàíû
áûñòðûå ðåøåíèÿ NP -çàäà÷ �÷èñëî ïîäêëèê â ãðàôå� è �ìèíèìàëüíîå
âåðøèííîå ïîêðûòèå ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà�.
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