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1. Цикл минимального среднего веса
Задача: найти в взвешенном орграфе цикл минимального среднего веса.

𝑤u�u�u� =

ребра из цикла

⏞u�
∑
u�=1

𝑤u�

𝑘⏟
размер цикла

→ 𝑚𝑖𝑛

𝑤u�u�u� ⩽ 𝑤u�u�u� ⩽ 𝑤u�u�u�

Решение #1. Бинпоиск. Предикат с аргументом 𝑥 проверяет, что:
u�

∑
u�=1

𝑤u�

𝑘
< 𝑥 ⇔

u�

∑
u�=1

𝑤u� <
u�

∑
u�=1

𝑥 ⇔
u�

∑
u�=1

(𝑤u� − 𝑥) < 0
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
цикл отрицательного веса

Изменим вес ребер с (𝑤u�) на (𝑤u� − 𝑥) и будем искать цикл отрицательного веса алгоритмом

Гольдберга. Время работы: 𝒪(
алгоритм Гольдберга

⏞⏞⏞⏞⏞𝐸
√

𝑉 𝑙𝑜𝑔2𝑉 ∗ 𝑙𝑜𝑔2|𝐵𝑆|) Оценим |𝐵𝑆|:
𝐵𝑆.𝐿 = 𝑤u�u�u�, 𝐵𝑆.𝑅 = 𝑤u�u�u� ⇒ |𝐵𝑆| = 𝑙𝑜𝑔2(u�u�u�u�−u�u�u�u�

u�u�u� )
Оценим 𝐸𝑃𝑆 (веса целочисленные):

𝑊1
𝑘1

− 𝑊2
𝑘2⏟⏟⏟⏟⏟

≠ 0

⩾ 1
𝑘1𝑘2

⩾ 1
𝑛2⏟⏟⏟⏟⏟

в цикле не более n ребер

⇒ 𝐸𝑃𝑆 = 1
2𝑛2

Таким образом:
|𝐵𝑆| = 𝑙𝑜𝑔2[2𝑛2(𝑤u�u�u� − 𝑤u�u�u�)]

Решение #2. Карп, 78. Добавим в граф новую вершину 𝑠, с нулевыми ребрами во все
остальные вершины. 𝑑[𝑘, 𝑣] - минимальный суммарный вес пути из 𝑠 в 𝑣 из 𝑘 ребер. Вычис-
ляем 𝑑 Форд-Беллманом. Для 𝑘 = 0: ∀𝑣 ≠ 𝑠 𝑑[0, 𝑣] = +∞
Введем новые величины (∞ − ∞ = ∞):

𝑀[𝑣]
u�u�u�
= 𝑚𝑎𝑥

u�=0..u�−1

𝑑[𝑛, 𝑣] − 𝑑[𝑘, 𝑣]
𝑛 − 𝑘
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𝜇
u�u�u�
= 𝑚𝑖𝑛

u�∈u�
𝑀[𝑣]

𝑥
u�u�u�
= минимальный средний вес цикла

Утверждение: 𝑥 = 𝜇 в графе 𝑤u� = 𝑤u� − 𝑥 − 𝜀
Лемма 1: 𝑤 → 𝑤 + 𝐶⏟

const

⇒

1) 𝑥 → 𝑥 + 𝐶 (следует из определения)

2) 𝜇 → 𝜇 + 𝐶 (следует из определения)

Лемма 2: Пусть докажем, что: (𝑥 = 0 ⇒ 𝜇 = 0), тогда: ∀𝑥 ∶ 𝜇 = 𝑥

1) Вычтем 𝑥 из всех ребер.

2) По лемме 1: новый 𝑥 = 0, по предположению новый 𝜇 = 0 ⇒ 𝜇 = 𝑥

3) +𝑥 обратно.

Лемма 3:

a) ∀𝑣 ∶ 𝑀[𝑣] ⩾ 0
Рассмотрим 𝑀[𝑣]: знаменатель положителен ⇒ знак определяется выражением:

𝑚𝑎𝑥
k=0..n-1

(𝑑[𝑛, 𝑣] − 𝑑[𝑘, 𝑣]) = 𝑑[𝑛, 𝑣] − 𝑚𝑖𝑛
k=0..n-1

(𝑑[𝑘, 𝑣]) = 𝑑[𝑛, 𝑣] − 𝑑[𝑣]

где 𝑑[𝑣] - кратчайший путь из 𝑠 до 𝑣 ⇒ 𝑑[𝑣] ⩽ 𝑑[𝑛, 𝑣] ⇒ 𝑑[𝑛, 𝑣] − 𝑑[𝑣] ⩾ 0

b) ∃𝑣 ∶ 𝑀[𝑣] = 0
Предполагаем, что 𝑥 = 0 ⇒ ∃ 0-цикл. 𝑢 - какая-то вершина на цикле. Пусть существует
какой-то путь из 𝑠 в 𝑢, состоящий из 𝑘 ребер. Проходимся по нему и, начиная с 𝑢, будем
ходить по циклу. Пройдем еще (𝑛 − 𝑘) ребер, остановясь в вершине 𝑣, принадлежащей
циклу. Пусть 𝐴 - сумма весов ребер на пути из 𝑢 в 𝑣, 𝐵 - сумма весов ребер на пути из
𝑣 в 𝑢 далее по циклу. A+B=0
С одной стороны, очевидно, что: 𝑑[𝑣] ⩽ 𝑑[𝑛, 𝑣]
С другой стороны:

𝑑[𝑣] < 𝑑[𝑛, 𝑣]⏟⏟⏟⏟⏟
предположение

⩽
какой-то путь до u� из u� ребер

⏞𝑑[𝑢] + 𝐴

𝑑[𝑢] ⩽ 𝑑[𝑣] + 𝐵 < 𝑑[𝑢] + 𝐴 + 𝐵 = 𝑑[𝑢]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
противоречие

Таким образом: 𝑑[𝑣] ⩾ 𝑑[𝑛, 𝑣] ⇒ 𝑑[𝑣] = 𝑑[𝑛, 𝑣] ⇒ 𝑀[𝑣] = 0
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Д-во утверждения: Пусть 𝑥 = 0, по определению: 𝜇 = 𝑚𝑖𝑛
u�∈u�

𝑀[𝑣]
u�u� 3.u�

⇒ если ∃𝑣 ∶ 𝑀[𝑣] = 0,

то 𝜇 = 0
u�u� 3.u�

⇒ 𝜇 = 0, откуда
u�u� 2
⇒ ∀𝑥 ∶ 𝜇 = 𝑥

Восстановление цикла: Храним 𝑝[𝑘, 𝑣] - предок 𝑣 на пути из 𝑘 ребер. Пусть: 𝑣 ∶ 𝜇 =
𝑚𝑖𝑛
u�∈u�

𝑀[𝑖] = 𝑀[𝑣] ⇒ 𝑑[𝑣] = 𝑑[𝑛, 𝑣] ⇒ путь до 𝑣 содержит 0-цикл ⇒ откатываемся по предкам
от 𝑣 → находим цикл.
Если цикла нет: 𝑑[𝑘 − 1, 𝑢]⏟⏟⏟⏟⏟

C(k-1)

+ 𝑤⏟
C

< 𝑑[𝑘, 𝑣]⏟
Ck

⇒ 𝑝[𝑘, 𝑣] = −1

Алгоритм:

1) Форд-Беллман от 𝑆

2) Формула, считающая 𝜇

3) Восстановление цикла по предкам
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