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1 Алгоритм Борувки построения MST

1.1 Обычный вариант

𝐺 - âçâåøåííûé ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Èùåì îñòîâíîå äåðåâî ìèíèìàëüíîãî
âåñà. Ââåäåì íîâóþ âåñîâóþ ôóíêöèþ - äëÿ êàæäîãî ðåáðà áóäåì âìåñòî âåñà áðàòü ïàðó
⟨𝑤, 𝑒⟩, ãäå 𝑤 - âåñ ðåáðà, 𝑒 - èíäåêñ ðåáðà. Òåïåðü âñå âåñà ðåáåð ðàçëè÷íû.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû áåðåì ðåáðî ìèíèìàëüíîãî âåñà, èñõîäÿùåå èç íåãî. Ïîëó÷àåì ãðàô
𝐺′.

Утверждение. 𝐺′ - подграф некоторого MST.

Доказательство.

1. 𝐺′ íå ñîäåðæèò öèêëîâ. Åñëè åñòü öèêë 𝑣1
𝑒1−→ 𝑣2

𝑒2−→ · · · 𝑒𝑛−1−−→ 𝑣𝑛
𝑒𝑛−→ 𝑣1 , òàêîé ÷òî

∀𝑖 ∈ [1, 𝑛] 𝑒𝑖 - ðåáðî ìèíèìàëüíîãî âåñà, èñõîäÿùåå èç 𝑣𝑖, òî ìîæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó
ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑤(𝑒2) < 𝑤(𝑒1)

· · ·
𝑤(𝑒𝑛) < 𝑤(𝑒𝑛−1)

𝑤(𝑒1) < 𝑤(𝑒𝑛)

êîòîðàÿ î÷åâèäíî íåñîâìåñòíà.

2. Çíà÷èò 𝐺′ - ëåñ. Êàæäîå äåðåâî â 𝐺′ - ÷àñòü íåêîòîðîãî MST ïî ëåììå î ðàçðåçå:
äîáàâëÿÿ íîâûé óçåë 𝑢, ìû âñåãäà áåðåì ñàìîå ëåãêîå ðåáðî ñîåäèíÿþùåå {𝑢} è 𝑉 ∖{𝑢}.

Äîáàâëÿåì ðåáðà 𝐺′ â îòâåò, ïîñëå ÷åãî ñæèìàåì âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè 𝐺′ (èùåì
êàæäóþ êîìïîíåíòó ïîèêîì â ãëóáèíó, ïåðåñòðàèâàåì ãðàô) è ïîâòîðÿåì àëãîðèòì â íîâîì
ãðàôå. Äåëàåì òàê, ïîêà íå îñòàíåòñÿ îäíà âåðøèíà.

Íà êàæäîé èòðàöèè òðàòèì 𝒪(𝐸). Ïðè ýòîì, íà êàæäîé èòåðàöèè |𝑉 | óìåíüøàåòñÿ íå
ìåíåå ÷åì â 2 ðàçà ⇒ 1 ≤ #èòåðàöèé ≤ log 𝑉 . Îáùåå âðåìÿ 𝒪(𝐸 log 𝑉 ).

1.2 Улучшение

Ïîñëå ñæàòèÿ ìîæåì ñäåëàòü ãðàô ïðîñòûì. Óäàëÿåì ïåòëè, ñðåäè êðàòíûõ ðåáåð îñòàâ-
ëåì îäíî ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì. Äëÿ ýòîãî ñîðòèðóåì ðåáðà ïî íîìåðàì èõ êîíöîâ öèôðîâîé
ñîðòèðîâêîé çà 𝒪(𝐸), çàòåì îäíèì ïðîõîäîì äëÿ êàæäîé âñòðå÷àþùéñÿ ïàðû âåðøèí îñòàâ-
ëÿåì òîëüêî ðåáðî ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì.

Òåïåðü âðåìÿ â õóäøåì ñëó÷àå 𝑇 = 𝑉 2 + (𝑉
2
)2 + (𝑉

4
)2 + · · · = 𝒪(𝑉 2).

Ïîëó÷àåì îöåíêó 𝒪(𝑚𝑖𝑛(𝐸 log 𝑉, 𝑉 2)). Äëÿ ýòîãî æå àëãîðèòìà ìîæíî äîêàçàòü îöåíêó
𝒪(𝐸 log(𝑉

2

𝐸
+ 1)).
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2 Алгоритм Гольдберга

2.1 Вступление

Ïîèñê êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå ñ îòðèöàòåëüíûìè ðåáðàìè.
Èäåÿ: ñòðîèì ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ 𝑝(𝑣), ïîñëå ÷åãî ââîäèì â ãðàôå íîâóþ âåñîâóþ

ôóíêöèþ 𝑎
𝑒−→ 𝑏 : 𝑤′

𝑒 = 𝑤𝑒 + 𝑝(𝑎) − 𝑝(𝑏), êðàò÷àéøèå ïóòè îñòàþòñÿ êðàò÷àéøèìè. Ñòðîèì
ïîòåíöèàëû òàê, ÷òîáû âñå íîâûå âåñà áûëè ïîëîæèòåëüíû, è â ãðàôå ìîæíî áûëî çàïó-
ñòèòü àëãîðèòì Äåéêñòðû. Óæå çíàåì àëãîðèòì Äæîíñîíà: ñòðîèì ïîòåíöèàëû ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà Ôîðäà-Áåëëìàíà, ïîñëå ÷åãî çàïóñêàåì àëãîðèòì Äåéêñòðû äëÿ êàæäîé âåðøèíû.
Âðåìÿ: 𝒪(𝐹𝐵 + 𝑉 ·𝐷𝑖𝑗𝑘𝑠𝑡𝑟𝑎) = 𝒪(𝑉 𝐸 + 𝑉 𝐸 log 𝑉 ) = 𝒪(𝑉 𝐸 log 𝑉 ).

Àëãîðèòì Ãîëüäáåðãà ñòðîèò ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ áûñòðåå (çà 𝒪(𝐸
√
𝑉 log𝑁)). Òàê

êàê â îöåíêå àëãîðèòìà Äæîíñîíà áûñòðåå ðàñòåò âòîðîå ñëàãàåìîå, ýòî íå ïîìîæåò áûñòðåå
ðåøàòü çàäà÷ó ASSP (ïîèñê êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó âñåì ïàðàìè âåðøèí). Çàòî ñìîæåì
áûñòðåå ðåøàòü çàäà÷ó SSSP (êðàò÷àéøèå ïóòè îò îäíîé âåðøèíû äî âñåõ) çà 𝒪(𝐺𝑜𝑙𝑏𝑒𝑟𝑑 +
𝐷𝑖𝑗𝑘𝑠𝑡𝑟𝑎).

2.2 Простой вариант за 𝒪(𝑉 𝐸)

𝐺 - âçâåøåííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. 𝑤 ∈ [−1,+∞) ∩ 𝑍.
Èçíà÷àëüíî óñòàíîâèì 𝑝[𝑣] = 0 ∀𝑣 è áóäåì ìåíÿòü ýòè çíà÷åíèÿ.
Def Äëÿ íåêîòðîãî ìíîæåñòâà âåðøèí𝐴 è ðåáðà (𝑢, 𝑣), åñëè 𝑢 /∈ 𝐴, 𝑣 ∈ 𝐴, áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ýòî ðåáðî âõîäèò â 𝐴; åñëè 𝑢 ∈ 𝐴, 𝑣 /∈ 𝐴, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî ðåáðî èñõîäèò èç 𝐴;
åñëè 𝑢 ∈ 𝐴, 𝑣 ∈ 𝐴, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî ðåáðî ëåæèò âíóòðè 𝐴.

Def Íàçîâåì ïëîõèìè âåðøèíàìè òå, èç êîòîðûõ åñòü èñõîäÿùèå ðåáðà âåñà −1.
Èñïðàâëÿåì âñå ïëîõèå âåðøèíû ïîî÷åðåäíî: åñëè 𝑣 ïëîõàÿ, çàïóñêàåì èç íåå DFS ïî

îáðàòíûì ðåáðàì âåñà 0 èëè −1, ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî äîñòèãíóòûõ âåðøèí 𝐴. Åñëè â 𝐴

åñòü âåðøèíà 𝑢 : 𝑣
−1−→ 𝑢, òî â ãðàôå åñòü îòðèöàòåëüíûé öèêë è ïîñòðîèòü ïîòåíöèàëüíóþ

ôóíêöèþ íå óäàñòñÿ, çàêàí÷èâàåì. Èíà÷å äåëàåì 𝑝[𝐴] += 1 (çäåñü è äàëåå ýòî çíà÷èò 𝑝[𝑣] +=
1∀𝑣 ∈ 𝐴). Ïîñëå ýòîãî 𝑤′ äëÿ âñåõ ðåáåð èñõîäÿùèõ èç 𝐴 óâåëè÷èëèñü íà 1 (ïðè ýòîì âåðøèíà
𝑣 ïåðåñòàëà áûòü ïëîõîé), äëÿ âñåõ ðåáåð âíóòðè 𝐴 íå èçìåíèëèñü, äëÿ âñåõ ðåáåð âõîäÿùèõ
â 𝐴 óìåíüøèëèñü íà 1 (âñå ýòè ðåáðà áûëè ïîëîæèòåëüíû).

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè êî âñåì âåðøèíàì, â ãðàôå íå îñòàåòñÿ ðåáåð îòðèöàòåëüíîãî
âåñà.

2.3 За 𝒪(𝐸
√
𝑉 )

Слои

Ðàññìîòðèì ïîäãðàô 𝐺𝑝 = ⟨𝑉,𝐸 ′ ∈ 𝐸⟩ : 𝑤(𝑒) ∈ {−1, 0}∀𝑒 ∈ 𝐸 ′.
Âûäåëèì êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè. Åñëè âíóòðè êîìïîíåíòû åñòü ðåáðà âåñà −1,

çíà÷èò â ãðàôå åñòü îòðèöàòåëüíûé öèêë, çàêàí÷èâàåì. Èíà÷å êðàò÷àéøèå ðàññòîÿíèÿ îò
ëþáîé òî÷êè äî òî÷åê âíóòðè êîìïîíåíòû ðàâíû, ò. ê. îíè ëåæàò íà öèêëå âåñà 0. Ñæèìàåì
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ïîëó÷àåì àöèêëè÷íûé ãðàô 𝐺*

𝑝.
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Ñîçäàäèì ôèêòèâíóþ âåðøèíó s, äîáàâèì ðåáðà âåñà 0 èç íåå âî âñå âåðøèíû. Èùåì
ðàññòîÿíèÿ îò íåå äî âñåõ âåðøèí ãðàôà 𝐺*

𝑝 (öèêëîâ íåò, ïîýòîìó äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììè-
ðîâàíèåì çà 𝒪(𝐸)). Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G ðàçáèâàåòñÿ íà "ñëîè" - ìíîæåñòâà âåðøèí,
ðàññòîÿíèÿ äî êîòîðûõ ðàâíû 0,−1,−2, . . .. Çàïîìèíàåì ñëîè è âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó
ãðàôó 𝐺.

Научимся исправлять все вершины одного слоя за 𝒪(𝐸)
Âîçüìåì âñå ïëîõèå âåðøèíû îäíîãî ñëîÿ. Çàïóñêàåì èç íèõ DFS (îäèí) ïî îáðàòíûì

ðåáðàì âåñà −1 èëè 0. Ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî 𝐴.

Утверждение. Сделав 𝑝[𝐴] += 1 исправим все вершины данного слоя.

Доказательство. Ðåáðî âåñà −1 ìîæåò èäòè òîëüêî èç âåðøèíû áîëåå ðàííåãî ñëîÿ (ñ ìåíü-
øèì ïî ìîäóëþ ðàññòîÿíèåì) â âåðøèíó áîëåå ïîçäíåãî. Ïîýòîìó â 𝐴 ïîïàäóò òîëüêî âåð-
øèíû óëó÷øàåìîãî è ïðåäûäóùèõ ñëîåâ. Çíà÷èò âñå îòðèöàòåëüíûå ðåáðà, èñõîäÿùèå èç
âåðøèí óëó÷øàåìîãî ñëîÿ, áóäóò èñõîäÿùèìè èç 𝐴.

Научимся исправлять по одной вершине из каждого слоя за 𝒪(𝐸)
Ìîæíî ëåãêî íàéòè ïóòü 𝑝, â êîòîðîì áóäåò ïî îäíîé âåðøèíå èç êàæäîãî ñëîÿ. Äî-

ñòàòî÷íî âçÿòü ëþáóþ âåðøèíó ïîñëåäíåãî ñëîÿ è ïîéòè èç íåå ïî îáðàòíûì ðåáðàì âåñà
−1.

Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî áåðåì âåðøèíû èç 𝑝 íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî ñëîÿ, äëÿ êàæäîé íà-
õîäèì 𝐴 ñ ïîìîùüþ DFS ïî îáðàòíûì íåïîëîæèòåëüíûì ðåáðàì è äåëàåì 𝑝[𝐴] += 1 (èëè
çàêàí÷èâàì, åñëè åñòü öèêë îòðèöàòåëüíîãî âåñà), íî ïðè ýòîì ñîõðàíÿåì ðåçóëüòàò ïðåäû-
äóùèõ ïîèñêîâ (íàðàùèâàÿ 𝐴). Òîãäà ïî êàæäîìó ðåáðó ïðîéäåì íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Íî
íóæíî îòñëåæèâàòü ñèòóàöèþ: ïîñëå èñïðàâëåíèÿ ïðåäûäóùåé âåðøèíû (âåñà íåêîòîðûõ ðå-
áåð óìåíüøèëèñü), èç óæå ïîñåùåííûõ ïîÿâèëèñü îáðàòíûå ðåáðà âåñà 0 è ïî íèì òîæå íóæíî
ïðîéòè. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ óìååò õðàíèòü íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî ðåáåð (ïîääåðæèâàåò îïåðàöèþ Add), óìåíüøàòü âåñà âñåõ ðåáåð íà 1 (DecreaseAll)
è âûäàâàòü ìíîæåñòâî ðåáåð, êîòîðûå â äàííûé ìîìåíò èìåþò âåñ 0 (GetAllZeroes).

Òîãäà âî âðåìÿ DFS áóäåì çàíîñèòü òóäà âñå ðåáðà ïîëîæèòåëüíîãî âåñà ïî êîòîðûì
ïûòàëèñü ïðîéòè. Ïîñëå îïåðàöèè 𝑝[𝐴] += 1, áóäåì òàêæå äåëàòü DecreaseAll (âåñà ðåáåð
âõîäÿùèõ â 𝐴 äåéñòâèòåëüíî óìåíüøàþòñÿ íà 1, âìåñòå ñ íèìè ìû íåïðàâîìåðíî óìåíüøàåì
âåñà ðåáåð âíóòðè 𝐴, íî äàëüøå îíè íå áóäóò íàñ èíòåðåñîâàòü, ò.ê. îáà êîíöà óæå ïîñåùåíû).
Âìåñòå ñ î÷åðåäíûì DFS áóäåì òàêæå äåëàòü GetAllZeroes è ïûòàòüñÿ ïðîéòè ïî ïîëó÷åííûì
ðåáðàì.

Описание структуры данных

Õðàíèì 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟⟨𝑖𝑛𝑡⟩𝑞[𝑀 ] - ìàññèâ âåêòîðîâ, ïåðåìåííóþ 𝑏𝑒𝑔𝑖𝑛 - èíäåêñ ÿ÷åéêè ãäå â äàííûé
ìîìåíò õðàíÿòñÿ ðåáðà âåñà 0 (ñîîòâåòñòâåííî, â 𝑏𝑒𝑔𝑖𝑛+ 𝑖 õðàíÿòñÿ ðåáðà âåñà 𝑖).

Add(e): q[begin + e.w].push_back(e)

DecreaseAll: begin++

GetAllZeroes: return q[begin]
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Âñå îïåðàöèè çà 𝒪(1), òðåáóåò 𝒪(𝐸) ïàìÿòè.
Èòàê, ÷òîáû èñïðàâèòü ïî îäíîé âåðøèíå èç êàæäîãî ñëîÿ, ïîâòîðÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîìàíä:

DFS из 𝑣𝑖 𝑣𝑖 ∈ 𝑝
GetAllZeroes

Проход по полученным ребрам

Проверка отсутствия отрицательных циклов

p[A] += 1

DecreaseAll

×òîáû èçìåíèòü ïîòåíöèàë äëÿ êàæäîé âåðøèíû îäèí ðàç, âìåñòî 𝑝[𝐴1] += 1, 𝑝[𝐴2] +=
1, · · · , 𝑝[𝐴𝑀 ] += 1 íà ñîîòâåòñòâóþùåé èòåðàöèè äåëàåì 𝑝[𝐴1] += 𝑀, 𝑝[𝐴2 ∖ 𝐴1] += 𝑀 −
1, · · · , 𝑝[𝐴𝑀∖𝐴𝑀−1] += 1. Òåïåðü â ñóììå ìû òðàòèì𝒪(𝐸). Ïðè ýòîì âåñà ðåáåð â êîíöå áóäóò
íóæíûìè, à íà ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèÿõ âåñà ðåáåð âíóòðè 𝐴 ìîãóò áûòü íåïðàâèëüíûìè,
íî îíè òàêæå íå áóäóò íàìè ðàññìàòðèâàòüñÿ (îáà êîíöà óæå ïîñåùåíû).

Ïóñòü â ãðàôå 𝑘 ïëîõèõ âåðøèí. Òîãäà â íåì ëèáî åñòü ñëîé, êîòîðûé ñîäåðæèò íå ìåíåå√
𝑘 ïëîõèõ âåðøèí, ëèáî ñëîåâ áîëüøå, ÷åì

√
𝑘. Â ëþáîì èç ñëó÷àåâ ìû ìîæåì èñïðàâèòü

íå ìåíåå
√
𝑘 ïëîõèõ âåðøèí çà 𝒪(𝐸).

Оценка

Утверждение. Чтобы исправить 𝑘 вершин, потребуется 𝒪(
√
𝑘) итераций.

Доказательство. Íà êàæäîì øàãå óìåíüøàåì ÷èñëî ïëîõèõ âåðøèí íà ≥
√
𝑘 (îò òåêóùåãî

𝑘).

×åðåç ≤
√︁

𝑘
2
øàãîâ ÷èñëî ïëîõèõ âåðøèí óìåíüøèòñÿ äî 𝑘

2
.

𝑘 −
√︂

𝑘

2
−

√︂
𝑘

2
− · · · −

√︂
𝑘

2
≤ 𝑘

2

×èñëî èòåðàöèé äî òîãî, êàê 𝑘 ñòàíåò ìåíüøå 1:

∑︁
𝑖 : 𝑘

2𝑖
≥1

√︂
𝑘

2𝑖
≤

∞∑︁
𝑖=1

√︂
𝑘

2𝑖
=

√
𝑘

∞∑︁
𝑖=1

√︂
1

2𝑖
= 𝒪(

√
𝑘)
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Итоговый вид алгоритма

while (True):

𝐺 → 𝐺𝑝 → 𝐺*
𝑝 → слои

𝑘 = количество плохих вершин в 𝐺
if 𝑘 == 0:

break

if ∃ большой слой:

улучшаем все вершины этого слоя

else:

находим длинный путь

улучшаем все его вершины

Ñóììàðíî èñïîëüçóåòñÿ 𝒪(𝐸
√
𝑉 ) îïåðàöèé.

2.4 Общий случай

𝐺⟨𝑉,𝐸⟩ 𝑤 ∈ [−𝑁,+∞) ∩ 𝑍.
Ïóñòü 𝛿 = ⌊𝑁

2
⌋. Çàìåòèì, ÷òî çà îäíî ïðèìåíåíèå ïðåäûäóùåãî àëãîðèòìà ìîæåì ïåðåéòè

ê âåñàì èç [−𝛿,+∞).
Áóäåì ñ÷èòàòü ïëîõèìè òå âåðøèíû, èç êîòîðûõ åñòü ðåáðà âåñà < −𝛿. Ïîñëå òîãî, êàê

ïîëó÷àåì 𝐴 (âåçäå õîäèì ïî íåïîëîæèòåëüíûì ðåáðàì êàê è ðàíüøå), äåëàåì 𝑝[𝐴] += 𝛿+1.
Ïðè ýòîì âåñà ðåáåð âõîäÿùèõ â 𝐴 èçìåíÿòñÿ íà −𝛿 − 1 (áûëè ≥ 1, ñòàëè ≥ −𝛿), âåñà ðåáåð
èõîäÿùèõ èç 𝐴 èçìåíÿòñÿ íà 𝛿 + 1 (áûëè ≥ −2𝛿 − 1, ñòàëè ≥ −𝛿).

Ñîîòâåòñòâåííî, çà 𝒪(log𝑁) èòåðàöèé ìîæåì ïåðåâåñòè âåñà â [0,+∞). Îáùåå âðåìÿ
𝒪(𝐸

√
𝑉 log𝑁).
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