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1 Множества и битовые операции

𝐴 ⊂ {0, 1, . . . , 𝑛− 1}
Ïðèìåð: 𝐴 = {2, 3} 22 + 23

Ïîáèòîâûå îïåðàòîðû:

1. << � ñäâèã âëåâî, äîïèñûâàåò ñïðàâà íóëè;

2. >> � ñäâèã âïðàâî, äîïèñûâàåò ñëåâà íóëè;

3. ∼ 𝐴 = not 𝐴;

4. 𝐴&𝐵 = 𝐴 and 𝐵;

5. 𝐴|𝐵 = 𝐴 or 𝐵;

6. 𝐴ˆ𝐵 = 𝐴 xor 𝐵;

Íàëè÷èå ýëåìåíòà â ìíîæåñòâå: 𝑥 ∈ 𝐴 : (𝐴 >> 𝑥)&1
Äîáàâëåíèå ýëåìåíòà: 𝐴 ∪ {𝑥} : 𝐴|(1 << 𝑥)
Óäàëåíèå ýëåìåíòà: 𝐴∖{𝑥}: 𝐴& ∼ (1 << 𝑥)
Ïåðåñå÷åíèå: 𝐴&𝐵
Îáúåäèíåíèå: 𝐴|𝐵
Âû÷èòàíèå: 𝐴& ∼ 𝐵
ßâëÿåòñÿ ëè îäíî ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî: 𝐴 ⊂ 𝐵 (𝐴&𝐵) == 𝐴
Çàìåíà íà ïðîòèâîïîëîæíûé: 𝐴ˆ(1 << 𝑥)

2 Решение задач с использованием битовых операций

1. Перебор множеств, сумма

FOR 𝐴 = 0 . . . 2𝑁 − 1
𝐴& ∼ (𝐴− 1) = 2𝑖, ãäå 𝑖 � ìèíèìàëüíûé åäèíè÷íûé áèò.

Ïðåäïîäñ÷åò:

sum[0] = 0

for (i = 0; i < n; ++i)

sum[1 << i] = w[i]

1 ñïîñîá:

for (A = 1; A < (1 << n); ++A)

B = A & ~(A - 1)

sum[A] = sum[B] + sum[A ^ B]

2 ñïîñîá:
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bit = 0

for (A = 1; A < (1 << n); ++A)

if ((1 << (bit + 1)) == A)

++bit

sum[A] = w[bit] + sum[A ^ (1 << bit)]

3 ñïîñîá:

REC(i, A, sum)

if (i < 0)

s[A] = sum;

return;

REC(i - 1, A, sum)

REC(i - 1, A|(1 << i), sum + w[i])

Çàïóñê: 𝑅𝐸𝐶(𝑛− 1, 0, 0)

2. Число бит в множестве

𝑛𝑢𝑚[𝐴] = 𝑛𝑢𝑚[𝐴 >> 1] + (𝐴&1)

3. Переворот множества

Ïðèìåð: 01011 11010
𝑟𝑒𝑣[𝐴] = 𝑟𝑒𝑣[𝐴 >> 1] + ((𝐴&1) << (𝑛− 1))

4 Покрытие множества минимальным количеством множеств

(a) 𝐵,𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑚 ⊂ {0, 1, . . . , 𝑛− 1}
𝐵 = ∪𝐴𝑖 : |𝐼| = min

𝑢𝑛𝑖𝑜𝑛[𝐼] = 𝐴[𝑏𝑖𝑡]|𝑢𝑛𝑖𝑜𝑛[𝐼ˆ2𝑏𝑖𝑡], ãäå 𝑏𝑖𝑡 � ñòàðøèé èëè ìëàäøèé áèò (0 ≤ 𝑏𝑖𝑡 ≤ 𝑚−1)
𝐼 = 0, . . . , 2𝑚 − 1
Ïîñëå ýòîãî ïðîâåðÿåì, ëåæèò ëè 𝐵 â 𝑢𝑛𝑖𝑜𝑛[𝐼].
Àñèìïòîòèêà 𝒪(2𝑚)

(b) 𝑓 [𝑖, 𝐵]𝑚𝑖𝑛

𝑖 � êîëè÷åñòâî ðàññìîòðåííûõ ïîäìíîæåñòâ
𝐵 � îáúåäèíåíèå
𝑓 � ñêîëüêî âçÿëè

𝑓 [𝑖, 𝐵] → 𝑓 [𝑖+ 1, 𝐵|𝐴𝑖], 𝑓 [𝑖+ 1, 𝐵]

𝑀𝑒𝑚 = 𝒪(2𝑛) ïðè õðàíåíèè òîëüêî ïîñëåäíèõ 2 ñòðî÷åê
Àñèìïòîòèêà 𝒪(𝑚× 2𝑛)

3



5 Vertex Coloring

𝑒𝑑𝑔𝑒(𝑎, 𝑏) : 𝑐[𝑎] ̸= 𝑐[𝑏], 𝑐[𝑣] ∈ {1, . . . , 𝑘} 𝑘min
𝑘[𝐴] = min

𝐵⊂𝐴,𝑔𝑜𝑜𝑑(𝐵)=1
(𝑘[𝐴ˆ𝐵] + 1)

𝑔𝑜𝑜𝑑(𝐵) = 1 � ìîæíî ïîêðàñèòü ìíîæåñòâî 𝐵 â îäèí öâåò
𝑔𝑜𝑜𝑑[𝐵]𝒪(𝑛2 × 2𝑛)

(a) 𝒪(4𝑛)

for (A = 1; A < (1 << n); ++A)

for (B = 1; B < (1 << n); ++B)

if (B subset A)

...

(b) 𝒪(3𝑛 + 2𝑛 × 𝑛2)

for (A = 1; A < (1 << n); ++A)

for (B = A; B > 0; --B, B &= A)

...

(c) 𝑔𝑜𝑜𝑑[𝐴] çà 𝒪(2𝑛)
𝑔𝑜𝑜𝑑[𝐴] = 𝑔𝑜𝑜𝑑[𝐴ˆ2𝑏𝑖𝑡] and (𝑎𝑑𝑗[𝑏𝑖𝑡]&𝐴) == 0, 𝑎𝑑𝑗[𝑏𝑖𝑡] � ñîñåäè 𝑏𝑖𝑡

Ïåðåáîð âñåõ íàäìíîæåñòâ

for (D = A; D < (1 << n); ++D, D |= A)

(d) Çàìåòèì, ÷òî íàéòè ìèíèìàëüíóþ ðàñêðàñêó äëÿ ìíîæåñòâà 𝐴 ìû ìîæåì, íàéäÿ
åãî ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî(íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì äðóãîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà)
Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âñåõ max ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâ ðåøàåòñÿ çà 𝒪(3𝑛/3)
Òàê ÷òî çàäà÷ó min ðàñêðàñêè ìîæíî ðåøèòü çà 𝒪(2.44𝑛)

3 Задача нахождения гамильтонова пути и цикла

𝑖𝑠[𝐴, 𝑣] = 0 or 1 � ïîñåòèëè ìíîæåñòâî âåðøèí 𝐴, 𝑣 � ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà â îáõîäå

1. 𝑇 = 𝒪(2𝑛 × 𝑛2)
𝑀𝑒𝑚 = 𝒪(2𝑛 × 𝑛)

for (A = 0; A < (1 << n); ++A)

for (v = 0; v < n; ++v)

if (is[A, v])

for (x = 0; x < n; ++x)

if (c[v, x] == 1 and A & (1 << x) == 0)

is[A | (1 << x), x] = 1
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2. 𝑇 = 𝒪(2𝑛 × 𝑛)
𝑀𝑒𝑚 = 𝒪(2𝑛)

𝑒𝑛𝑑[𝐴] = 01 . . . (𝑛 öèôð) � ìíîæåñòâî âåðøèí, íà êîòîðûå ìîã çàêîí÷èòüñÿ ïóòü 𝐴
𝑎𝑑𝑗[𝑥] � ñîñåäè âåðøèíû 𝑥

for (A = 0; A < (1 << n); ++A)

for (x = 0; x < n; ++x)

if (A & (1 << x) == 0 and (end[A] & adj[x]) != 0)

end[A | (1 << x)] |= (1 << x)

Инициализация для нахождения пути: 𝑒𝑛𝑑[2𝑥] = 2𝑥, 𝑥 = 0, . . . , 𝑛− 1
Инициализация для нахождения цикла: 𝑒𝑛𝑑[20] = 20, ò.å. íà÷èíàåì öèêë ñ âåðøè-
íû 𝑣 = 0, ïîýòîìó â êîíöå óñëîâèå íà äîñòèæèìîñòü äàííîé âåðøèíû èç 𝑒𝑛𝑑[2𝑛 − 1]
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