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1 Inplace Merge

Input: äâà îòñîðòèðîâàííûõ ìàññèâà 𝑎 è 𝑏, èäóùèõ ïîäðÿä â ïàìÿòè (ñíà÷àëà 𝑎).
Output: îòñîðòèðîâàííûé ìàññèâ èç ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ 𝑎 è 𝑏, ëåæàùèé íà èõ ìå-
ñòå.
𝑛 = |𝑎|+ |𝑏|

1.1 Merge0. 𝑇 = 𝒪 (𝑛 · log(𝑛)) 𝑀 = 𝒪 (log(𝑛))

Ïóñòü 𝑥 � ìåäèàíà áîëüøåãî ìàññèâà.
Ðàçäåëèì êàæäûé èç ìàññèâîâ 𝑎 è 𝑏 íà 3 ÷àñòè:
1. 𝑎1, 𝑏1 � ÷àñòè, â êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû ìåíüøå 𝑥.
2. 𝑎2, 𝑏2 � ðàâíû 𝑥.
3. 𝑎3, 𝑏3 � áîëüøå 𝑥.
Äàëåå, âûçîâåì merge() îò ïàð (𝑎1, 𝑏1) è (𝑎3, 𝑏3).
Íîâûé ìàññèâ ïîëó÷èòñÿ òàêèì: merge(𝑎1, 𝑏1) 𝑎2 𝑏2 merge(𝑎3, 𝑏3)
Ïðè ýòîì âàæíî, ÷òîáû 𝑎2 áûëî ðàíüøå 𝑏2, äëÿ ñòàáèëüíîñòè ñîðòèðîâêè. Êñòàòè,
çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ ñîðòèðîâêà ëó÷øå, ÷åì qsort, òàê êàê îíà ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëü-
íîé è äåòåðìèíèðîâàííîé, â îòëè÷èè îò áûñòðîé.
Çàìåòèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè òðåáóåòñÿ 𝒪(log(𝑛)) èç-çà ñòåêà ðåêóðñèè è
ðàáîòàåò ýòà øòóêà çà 𝒪(𝑛 · log(𝑛)), ò.ê. íà êàæäîì óðîâíå ðåêóðñèè íàäî óïîðÿ-
äî÷èòü ïîðÿäêà 𝑛 ýëåìåíòîâ.

1.2 Merge1. 𝑇 = Θ(𝑛) 𝑀 = Θ(|𝑎|+ |𝑏|)
Ñîçäàåì ìàññèâ 𝑐 ðàçìåðîì |𝑎|+ |𝑏|. Èäåì äâóìÿ óêàçàòåëÿìè 𝑖 è 𝑗 ïî ìàññèâàì 𝑎
è 𝑏 ñîîòâåòñòâåííî è êëàäåì ìåíüøèé ýëåìåíò èç 𝑎[𝑖] è 𝑏[𝑗] â ìàññèâ 𝑐, óâåëè÷èâàÿ
ñîîòâåòñòâóþùèé óêàçàòåëü.

1.3 Merge2. 𝑇 = 𝒪 (𝑛) 𝑀 = 𝒪 (|𝑎|)
Ñîçäàåì ìàññèâ 𝑐 äëèíû |𝑎| è êîïèðóåì â íåãî ñîäåðæèìîå ìàññèâà 𝑎. Òàê æå,
êàê â Merge0, óñòàíîâèì äâà óêàçàòåëÿ � íà íà÷àëî 𝑐 è 𝑏. Åù¼ îäèí óñòàíîâèì â
íà÷àëî ìàññèâà 𝑎, íî ýòîò óêàçàòåëü, â îòëè÷èè îò äâóõ ïðåäûäóùèõ, áóäåò íå äëÿ
ñ÷èòûâàíèÿ, à äëÿ çàïèñè. Íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè ñðàâíèâàåì ýëåìåíò ìàññèâà 𝑐,
â êîòîðîì íàõîäèòñÿ óêàçàòåëü, ñ àíàëîãè÷íûì ýëåìåíòîì ìàññèâà 𝑏. Ìåíüøèé èç
íèõ çàïèñûâàåì â ìàññèâ 𝑎, ñîîòâåòñòâóþùèé óêàçàòåëü ñ÷èòûâàíèÿ óâåëè÷èâàåì,
óâåëè÷èâàåì óêàçàòåëü çàïèñè.
Çàìåòèì, ÷òî ìû íèêîãäà íå îáãîíèì óêàçàòåëåì çàïèñè â 𝑎 óêàçàòåëü ñ÷èòûâàíèÿ
â 𝑏, à çíà÷èò íå èñïîðòèì çíà÷åíèé ìàññèâà 𝑏.

2



1.4 Merge3. 𝑇 = 𝒪 (𝑛) 𝑀 = 𝒪 (𝑚𝑖𝑛(|𝑎|, |𝑏|))
Åñëè ìàññèâ 𝑎 êîðî÷å, ÷åì 𝑏, òî äåëàåì âñå òàê æå. Èíà÷å, íàì ïðèäåòñÿ ïîìåíÿòü
èõ ìåñòàìè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê:
1. reverse(a)

2. reverse(b)

3. reverse(a+b)

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå òàêèõ äåéñòâèé ìàññèâû 𝑎 è 𝑏 äåéñòâèòåëüíî ïîìå-
íÿþòñÿ ìåñòàìè. Äàëüøå ðåøàåì çàäà÷ó òàê æå, êàê â ïðîøëîì ïóíêòå.

1.5 Merge5. 𝑇 = 𝒪 (𝑛) 𝑀 = 𝒪 (1)

Â îáùåì, òàêîé åñòü, íî îí î÷åíü ñëîæíûé. Â 1963ì ãîäó áûëà ïðèäóìàíà íåñòà-
áèëüíàÿ âåðñèÿ. Â 96ì ñòàáèëüíàÿ.

1.6 Экзотика

1. 𝑀 = 𝒪(1) 𝑇 = 𝒪( 𝑛·log𝑛
log log𝑛

)
Ïðî÷èòàòü ìîæíî òóò.
2. 𝑀 = 𝒪(1) 𝑇 = Θ(𝑚 · log( 𝑛

𝑚
)), ãäå n - äëèíà ìàññèâà 𝑎, à m - ìàññèâà 𝑏.

Ïðî÷èòàòü ìîæíî òóò.
Ýòè è íåêîòîðûå äðóãèå ññûëêè ìîæíî íàéòè òóò.

2 MinMax heap

Ïàìÿòè 𝒪(𝑛).
GetMin, GetMax çà 𝒪(1).
Add, DelMin, DelMax çà 𝒪(log 𝑛).
Ìîäèôèêàöèÿ äâîè÷íîé êó÷è, ãäå êàæäàÿ âåðøèíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
ñâîéñòâó: åñëè îíà íàõîäèòñÿ íà ÷åòíîì óðîâíå, òî îíà ìåíüøå âñåõ ñâîèõ ïîòîì-
êîâ, åñëè íà íå÷åòíîì, òî áîëüøå. Òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî å¼ ìèíèìóì íàõîäèòñÿ â
êîðíå, à ìàêñèìóì � îäèí èç äåòåé êîðíÿ. Add, DelMin, GetMin òàêèå æå, êàê è
â äâîè÷íîé êó÷å. Îïèøåì ðåàëèçàöèþ SiftUp, SiftDown, DelMax.

2.1 SiftUp

Ïóñòü íàäî ïðîñåèòü ââåðõ âåðøèíó ñî çíà÷åíèåì è îíà íàõîäèòñÿ íà ÷åòíîì ñëîå
(÷åòíîñòü ñëîÿ ìîæíî óçíàòü, ïðîñòî ïîäíÿâøèñü äî êîðíÿ èëè ïðåäïîäñ÷èòàâ çà-
ðàíåå). Òîãäà, åñëè 𝑋 óæå íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, íàä íåé åñòü ýëåìåíò 𝑀𝑎𝑥. Äàëåå,
âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
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1. 𝑋 > 𝑀𝑎𝑥. Íî òîãäà çàìåòèì, ÷òî öåïü ìèíèìóìîâ äî êîðíÿ òî÷íî íå èçìå-
íèëàñü, ò.ê. âñå îíè äîëæíû áûòü ìåíüøå 𝑀𝑎𝑥, à çíà÷èò è ìåíüøå 𝑋. Ìåíÿåì
ìåñòàìè 𝑋 è 𝑀𝑎𝑥, à äàëüøå, ñðàâíèâàÿ 𝑋 è ñëåäóþùèé ìàêñèìóì (âåðøèíó, íà
2 óðîâíÿ âûøå), ïðîñåèâàåì ââåðõ. Ïîñëå î÷åðåäíîãî ñâîïà ñâîéñòâî ýòîé êó÷è
äëÿ ïîääåðåâà íîâîãî ïîëîæåíèÿ 𝑋 íå èñïîðòÿòñÿ � î÷åðåäíîé ñâîïíóòûé ìàêñè-
ìóì (𝑀𝑎𝑥𝑖) ïðîäîëæèò áûòü ìàêñèìóìîì íà ïîääåðåâå (ò.ê. îí íå ïåðåñòàë áûòü
áîëüøå ñâîèõ ïîòîìêîâ), à ìèíèìóì, ëåæàùèé ìåæäó íîâûìè ïîëîæåíèÿìè 𝑋 è
𝑀𝑎𝑥𝑖 íå ïåðåñòàíåò áûòü ìèíèìóìîì â ñâîåì ïîääåðåâå, ò.ê. 𝑀𝑎𝑥𝑖 áîëüøå åãî.
2. 𝑋 ≤ 𝑀𝑎𝑥. Òîãäà íå èñïîðòèëàñü öåïî÷êà ìàêñèìóìîâ. Äåëàåì âñå òî æå ñàìîå,
íî ñðàâíèâàÿ è ñâîïàÿ ñ áëèæàéøèì ìèíèìóìîì.
Åñëè 𝑋 áûë íà ÷åòíîì óðîâíå, òî äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû, íî ïîìåíÿþòñÿ çíàêè
ñðàâíåíèé è ñëîâà "ìèíèìóì"è "ìàêñèìóì".

2.2 SiftDown

Ñðàâíèâàåì äàííóþ âåðøèíó ñ âíóêàìè (åñëè èõ íåò, òî ñ ñûíîâüÿìè). Åñëè òå-
êóùàÿ âåðøèíà íà ÷åòíîì óðîâíå è áîëüøå êàêîãî-òî èç âíóêîâ, òî ìåíÿåì åå
ìåñòàìè ñ ìèíèìàëüíûì èç âíóêîâ. Òåïåðü, ñðàâíèâàåì å¼ çíà÷åíèå ñî çíà÷åíèåì
å¼ íîâîãî îòöà. Åñëè îíà áîëüøå, òî ìåíÿåì ìåñòàìè ñ îòöîì è çàïóñêàåì SiftDown

îò ýòîãî ìåñòà.

2.3 DelMax

Âûáåðåì ìàêñèìóì èç äåòåé êîðíÿ. Îí - îòâåò. Ïîñòàâèì íà åãî ìåñòî ïîñëåäíèé
ýëåìåíò êó÷è è ïðîñåèì åãî âíèç (ýòîò ýëåìåíò íå ìîæåò áûòü ìåíüøå êîðíÿ, ò.ê.
îí áûë â åãî ïîääåðåâå).

3 HeapBuild: lower bounds

Ðàññìîòðèì íèæíèå îöåíêè íà êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâîè÷íîé
êó÷è èç íåóïîðÿäî÷åííîãî ìàññèâà.

3.1 𝑇 (𝐻𝑒𝑎𝑝𝐵𝑢𝑖𝑙𝑑) ≥ 𝑛− 1

Êîðíåì äâîè÷íîé êó÷è äîëæåí áûòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò, ïîýòîìó åå íåëüçÿ
ïîñòðîèòü çà ìåíüøåå ÷èñëî ñðàâíåíèé, ÷åì íåîáõîäèìîå äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà â
ìàññèâå.
Äîêàæåì, ÷òî íåëüçÿ íàéòè ìèíèìóì â ïðîèçâîëüíîì ìàññèâå ìåíüøå, ÷åì çà 𝑛−1
ñðàâíåíèå.
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Ðàññìîòðèì ãðàô ñðàâíåíèé (÷èñëà - âåðøèíû, ñðàâíåíèå äâóõ ÷èñåë - ðåáðî ìåæ-
äó ñîîòâåòñòâóþùèìè èì âåðøèíàìè).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàøëè ìèíèìóì ìåíüøå, ÷åì çà 𝑛− 1 ñðàâíåíèå.
Òîãäà ãðàô ñðàâíåíèé íå ñâÿçíûé, ò.å. åñòü õîòÿ áû 2 íàáîðà ÷èñåë, ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè êîòîðûõ íå áûëî íè îäíîãî ñðàâíåíèÿ. Íî, òîãäà àëãîðèòì ñðàáîòàë áû
íåâåðíî íà îäíîì èç ñëåäóþùèõ ìàññèâîâ:
1. Â ïåðâîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ÷èñëà îò 1 äî 𝐴, âî âòîðîé - îò 𝐴+ 1 äî 𝐴+𝐵,
â îñòàëüíûõ - ÷òî óãîäíî.
2. Â ïåðâîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ÷èñëà îò 𝐵 +1 äî 𝐵 +𝐴, âî âòîðîé - îò 1 äî 𝐵,
â îñòàëüíûõ - ÷òî óãîäíî.
Çíà÷èò, òàêîãî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò è ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñðàâíåíèé - õîòÿ
áû 𝑛− 1.

3.2 𝑇 (𝐻𝑒𝑎𝑝𝐵𝑢𝑖𝑙𝑑) ≥ 1.3644𝑛

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé îöåíêè ïðèìåíèì òàêîå æå ðàññóæäíåèå, êàê è â äîêà-
çàòåëüñòâå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ñðàâíåíèé äëÿ ñîðòèðîâêè ìàññèâà.
Ïóñòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ äâîè÷íûõ êó÷ èç 𝑛 ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî 𝐻(𝑛).
Òîãäà, åñëè àëãîðèòì ñòðîèò êîððåêòíóþ êó÷ó, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
2𝑘 ≥ 𝑛!

𝐻(𝑛)
, ãäå 𝑘 - ÷èñëî ñðàâíåíèé, ñäåëàííûõ àëãîðèòìîì,

èíà÷å, èç êàêîé-íèáóäü èç 𝑛! ïåðåñòàíîâîê áûëà áû ïîñòðîåíà íåêîððåêòíàÿ êó÷à.
Çíà÷èò 𝑘 ≥ log2

𝑛!
𝐻(𝑛)

.

Íî 𝐻(𝑛) = 𝑛!∏︀
𝑠𝑖𝑧𝑒𝑖

, ãäå
∏︀

𝑠𝑖𝑧𝑒𝑖 - ïðîèçâåäåíèå ðàçìåðîâ âñåõ ïîääåðåâüåâ êó÷è,

ò.ê. êó÷ èç 𝑛 ýëåìåíòîâ ñ ìèíèìóìîì â êîðíå 𝑛!
𝑛
, à â êîðíå êàæäîãî ïîääåðåâà

êó÷è äîëæåí áûòü ìèíèìóì.
Çíà÷èò 𝑘 ≥ log2

𝑛!
𝐻(𝑛)

= log2
∏︀

𝑠𝑖𝑧𝑒𝑖 ≥ 1.3644𝑛. Ïîñëåäíþþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà äî-
êàçûâàòü íå áóäåì.

4 Pairing heap

4.1 Оценки времени

Add 𝒪(1)
Merge 𝒪(1)
GetMin 𝒪(1)
DelMin 𝒪(log 𝑛)
DecreaseKey 𝑜(log 𝑛) (Ω(log log 𝑛))
Âñå îöåíêè àìîðòèçèðîâàííûå.
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4.2 Описание

Âñÿ êó÷à � ýòî ñïèñîê èç íåñêîëüêèõ êó÷ (ñïèñîê êîðíåé). Êàæäàÿ èç ýòèõ êó÷
áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäûé óðîâåíü � ýòî ñïèñîê âåðøèí (çà-
öèêëåííûé), êàæäàÿ èç êîòîðûõ õðàíèò çíà÷åíèå, ññûëàåòñÿ íà ñëåäóþùèé â ýòîì
ñëîå (äëÿ äàííîé êó÷è) ýëåìåíò è íà ñâîåãî ëåâîãî ðåáåíêà (ïðè ýòîì äëÿ íåå âû-
ïîëíåíû âñå ñâîéñòâà êó÷è). Íàçîâåì ýòè ññëûêè r è l ñîîòâåòñòâåííî.

4.3 Add

Äîáàâëÿåò â ñïèñîê íîâóþ êó÷ó, ñîäåðæàùóþþ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò � äàííîå
çíà÷åíèå.

4.4 Merge

Ïðîñòî ïðèáàâëÿåì îäèí ñïèñîê ê äðóãîìó.

4.5 Merge(a, b)

(Ýòî merge äâóõ êó÷åê (òåõ, ÷òî ëåæàò â ñïèñêå) îäíîé êó÷è) Åñëè çíà÷åíèå â
a ìåíüøå, ÷åì çíà÷åíèå â b, òî b òåïåðü áóäåò íàõîäèòñÿ âî âòîðîì ñëîå êó÷è ñ
êîðíåì â a, òàê ÷òî òåïåðü äîáàâëÿåì åå â ñïèñîê äåòåé a ñëåäóþùåì îáðàçîì:
b áóäåò èìåòü ññûëêó b.r íà òåêóùåãî ñàìîãî ëåâîãî ðåáåíêà a è ñàì ñòàíåò ñàìûì
ëåâûì. Ò.å. íóæíî îáíîâèòü äâå ññûëêè:
b.r = a.l

a.l = b

Åñëè çíà÷åíèå â a ìåíüøå, ÷åì çíà÷åíèå â b, òî äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû, íî óæå a

ñòàíåò ðåáåíêîì b

4.6 Pairing

Ýòî ñîáñòâåííî îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ âñåãî ýòîãî ñïèñêà êîðíåé, èç êîòîðûõ ñî-
ñòîèò íàøà â öåëîì, â îäíó áîëüøóþ êó÷ó. Ýòî äåëàòü ìû áóäåì òàê: îáúåäèíÿåì
äâå ïåðâûå, à ïîòîì îáúåäèíèì ïîëó÷èâøóþñÿ êó÷ó ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû Pairing

îò îñòàâøåãîñÿ ñïèñêà êó÷åê.

1. Pairing(l)

2. if (|l| == 1)

3. return l[0]

4. if (|l| == 2)

5. return Merge(l[0], l[1])

6. return Merge(Merge(l[0], l[1]), Pairing(l[2:]))
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4.7 GetMin

Ïðîñòî âñåãäà ïîìíèì ìèíèìóì â ñïèñêå.

4.8 DelMin

Çíàÿ ìèíèìóì âî âñåì ñïèñêå, óäàëÿåì åãî, äåëàåì Pairing îò ñïèñêà åãî äåòåé,
äîáàâëÿåì ïîëó÷èâøóþñÿ êó÷êó ê ñïèñêó êó÷åê (ñïèñêó êîðíåé).
DelMin

1. Del 𝒪(1)
2. Pairing 𝒪(𝑘) (где 𝑘 – количество детей у удаленной вершины)

4.9 DecreaseKey(x)

Óäàëÿåì 𝑥 èç ñïèñêà âåðøèí óðîâíÿ, â êîòîðîì îí ñîäåðæàëñÿ, ïåðåíàïðàâèâ ññûë-
êó ñ ðîäèòåëÿ (åñëè òàêîâàÿ óêàçûâàëà â 𝑥) íà x.r. 𝑥 ñòàíîâèòñÿ íîâûì êîðíåì â
ñïèñêå êîðíåé.
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