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1 Heap

Êó÷à � ñòðóêòóðà äàííûõ ðåàëèçóþùàÿ èíòåðôåéñ î÷åðåäè ñ ïðèîðèòåòàìè (Priority Queue).
Basic interface:

∙ Add (Insert)

∙ GetMin

∙ DelMin

Extended interface:

∙ Delete

∙ (Decrease/Increase)Key
Delete + Add

∙ Mergable → Add, Delete
Add: åñëè ðåàëèçîâàí Merge, òî ðåàëèçîâàí Add ÷åðåç Merge ñ íîâûì ýëåìåíòîì
Delete: óäàëÿåì ýëåìåò, Merge'èì åãî äåòåé, è ïîäâåøèâàåì ðåçóëüòàò ê ðîäèòåëþ óäà-
ë¼ííîãî ýëåìåíòà

∙ Find 𝒪(1)
õðàíèì îáðàòíûå ññûëêè, ïîääåðæèâàåì îòâåò ïî ýëåìåíòó, õðàíèì â ìàññèâå hash-table
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2 K-Heap

Binary Heap � ÷àñòíûé ñëó÷àé K-Heap, ïîýòîìó âñå îïåðàöèè çíàêîìûå ïî Binary Heap ïå-
ðåíîñÿòñÿ è íà K-Heap, îäíàî íåêîòîðûå îöåíêè âðåìåíè îòëè÷àþòñÿ.
Ðàññìîòðèì îïåðàöèè 𝑆𝑖𝑓𝑡𝑈𝑝 è 𝑆𝑖𝑓𝑡𝐷𝑜𝑤𝑛:

Âðåìÿ ðàáîòû SiftUp SiftDown
Binary Heap 𝒪(log2 𝑛) 𝒪(log2 𝑛)
K-Heap 𝒪(log𝑘 𝑛) 𝒪(𝑘 log𝑘 𝑛)

Îáðàòèòå âíèåíèå íà âðåìÿ ðàáîòû îïåðàöèè 𝑆𝑖𝑓𝑡𝐷𝑜𝑤𝑛 ó K-Heap � 𝒪( 𝑘
𝑙𝑜𝑔𝑘𝑛

). Ïî÷åìó òàê
ïðîèñõîäèò? Ïðè ïðîñåèâàíèè âíèç íåîáõîäèìî ïðîñìîòðåòü âñåõ äåòåé ÷èñëî êîòîðûõ ðàâ-
íî 𝑘.

Построение кучи на массиве без использования дополнительной памяти (Inplace)

Óäîáíåå âñåãî k-è÷íóþ êó÷ó õðàíèòü â âèäå ìàññèâà 𝐴[0..𝑁 − 1], ó êîòîðîãî íóëåâîé ýëå-
ìåíò 𝐴[0] � ýëåìåíò â êîðíå, à ïîòîìêàìè ýëåìåíòà 𝐴[𝑖] ÿâëÿþòñÿ 𝐴[2𝑖 + 1]. . . 𝐴[2𝑖 + 𝐾].
Ñîîòâåòñòâåííî, îòåö ýëåìåíòà 𝐴[𝑖] � ýòî ýëåìåíò 𝐴[ 𝑖−1

𝑘
].

Построение K-Heap за 𝒪(𝑛) и доказательство времени построения

Äàí ìàññèâ 𝐴[0..𝑁 − 1] Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü K-êó÷ó ñ ìèíèìóìîì â êîðíå. Íàèáîëåå
î÷åâèäíûé ñïîñîá ïîñòðîèòü òàêóþ êó÷ó èç íåóïîðÿäî÷åííîãî ìàññèâà � ñäåëàòü íóëåâîé
ýëåìåíò ìàññèâà êîðíåì, à äàëüøå ïî î÷åðåäè äîáàâèòü âñå åãî ýëåìåíòû â êîíåö êó÷è è
çàïóñêàòü îò êàæäîãî äîáàâëåííîãî ýëåìåíòà 𝑆𝑖𝑓𝑡𝑈𝑝. Âðåìåííàÿ îöåíêà òàêîãî àëãîðèòìà
𝒪(𝑛 log 𝑛). Îäíàêî ìîæíî ïîñòðîèòü êó÷ó åùå áûñòðåå � çà 𝒪(𝑛).

Ïðåäñòàâèì, ÷òî â ìàññèâå õðàíèòñÿ äåðåâî (𝐴[0] � êîðåíü, à ïîòîìêàìè ýëåìåíòà 𝐴[𝑖]
ÿâëÿþòñÿ 𝐴[𝑘𝑖 + 1]. . .𝐴[𝑘𝑖 + 𝑘]). Ñäåëàåì 𝑆𝑖𝑓𝑡𝐷𝑜𝑤𝑛 äëÿ âåðøèí, èìåþùèõ õîòÿ áû îäíîãî
ïîòîìêà: îò 𝑁

𝐾
äî 0,� òàê êàê ïîääåðåâüÿ, ñîñòîÿùèå èç îäíîé âåðøèíû áåç ïîòîìêîâ, óæå

óïîðÿäî÷åíû.

Почему на выходе мы получим кучу:

Ïðè âûçîâå 𝑆𝑖𝑓𝑡𝐷𝑜𝑤𝑛 äëÿ âåðøèíû, åå ïîääåðåâüÿ ÿâëÿþòñÿ êó÷àìè. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ
𝑆𝑖𝑓𝑡𝐷𝑜𝑤𝑛 ýòà âåðøèíà ñ åå ïîääåðåâüÿìè áóäóò òàêæå ÿâëÿòüñÿ êó÷åé. Çíà÷èò, ïîñëå âû-
ïîëíåíèÿ âñåõ 𝑆𝑖𝑓𝑡𝐷𝑜𝑤𝑛 ïîëó÷èòñÿ êó÷à.

Доказательство времени работы за 𝒪(𝑛):

×èñëî âåðøèí íà âûñîòå ℎ â êó÷å èç 𝑁 ýëåìåíòîâ íå ïðåâîñõîäèò ⌈ 𝑁
𝐾ℎ ⌉ . Âûñîòà êó÷è íå

ïðåâîñõîäèò log𝑘 𝑁 . Îáîçíà÷èì çà 𝐻 âûñîòó äåðåâà, òîãäà âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò
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∑︀𝐻
ℎ=1

𝑁
𝐾ℎ ·𝐾 · ℎ = 𝑁 ·𝐾

∑︀𝐻
ℎ=1

ℎ
𝐾ℎ

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó:

Лемма:∑︀∞
ℎ=1

ℎ
𝐾ℎ = 𝐾

(𝐾−1)2

Доказательство леммы:

Îáîçíà÷èì
∑︀∞

ℎ=1
ℎ
𝐾ℎ = 𝑆. Çàìåòèì, ÷òî 𝑛

𝐾𝑛 = 1
𝐾
· 𝑛−1
𝐾𝑛−1 +

1
𝐾𝑛 .∑︀∞

ℎ=1
1

𝐾ℎ � ýòî ñóììà áåñêîíå÷íîé óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, è îíà ðàâíà
1
𝐾

1− 1
𝐾

=
1

𝐾−1
. Ïîëó÷àåì 𝑆 = 1

𝐾
· 𝑆 + 1

𝐾−1
, îòêóäà 𝑆 = 𝐾

(𝐾−1)2
. Ïîäñòâëÿÿ â íàøó ôîðìóëó ðåçóëüòàò

ëåììû, ïîëó÷àåì 𝑁 · ( 𝐾
𝐾−1

)2 ≤ 4 ·𝑁 = 𝒪(𝑛).
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3 Leftist heap

Ëåâîñòîðîííÿÿ, ëåâàöêàÿ êó÷à (Leftist heap) � äâîè÷íîå ëåâîñòîðîíåå äåðåâî (íå îáÿçàòåëü-
íî ñáàëàíñèðîâàííîå), íî ñ ñîáëþäåíèåì ïîðÿäêà êó÷è (heap order).
Ñâîáîäíîé ïîçèöèåé íàçîâåì ìåñòî â äåðåâå, êóäà ìîæåò áûòü âñòàâëåíà íîâàÿ âåðøèíà.
Ñàìî äåðåâî áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñâîáîäíîé ïîçèöèåé, åñëè îíî íå ñîäåðæèò âåðøèí. Åñëè æå ó
êàêîé-òî âíóòðåííåé âåðøèíû íåò ñûíà, òî íà åãî ìåñòå � ñâîáîäíàÿ ïîçèöèÿ.

Îáîçíà÷èì çà 𝑑(𝑣) ðàññòîÿíèå âíèç îò âåðøèíû 𝑣 äî áëèæàéøåé ñâîáîäíîé ïîçèöèè â
ïîääåðåâå, à çà 𝑠𝑖𝑧𝑒(𝑣) ÷èñëî âåðøèí â ïîääåðåâå ñ âåðøèíîé 𝑣. Òîãäà äëÿ äëÿ ëåâàöêîé
êó÷è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

∙ 𝑑(𝑙[𝑣]) ≥ 𝑑(𝑟[𝑣]) � ïî îïðåäåëåíèþ ëåâàöêîé êó÷è

∙ log2 𝑠𝑖𝑧𝑒(𝑣) ≥ 𝑑(𝑣) � åñëè áû âñå ñâîáîäíûå ïîçèöèè áûëè íà ãëóáèíå áîëåå ëîãàðèôìà,
òî ìû ïîëó÷èëè áû ïîëíîå äåðåâî ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí áîëåå 𝑛

Åñëè äëÿ êàêîé-òî âåðøèíû ýòî 1 óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ýòî ëåãêî óñòðàíÿåòñÿ: ìîæ-
íî çà 𝒪(1) ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëåâîãî è ïðàâîãî ðåáåíêà, ÷òî íå ïîâëèÿåò íà ïîðÿäîê êó÷è.

Merge(x, y): // 𝑥, 𝑦 � êîðíè äâóõ äåðåâüåâ

1. if (𝑥 = ∅) : return 𝑦

2. if (𝑦 = ∅) : return 𝑥

3. if (𝑦.𝑘𝑒𝑦 < 𝑥.𝑘𝑒𝑦) : 𝑠𝑤𝑎𝑝(𝑥, 𝑦)
// Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî êó÷à ëåâîñòîðîííÿÿ. Ïðàâàÿ âåòêà � ñàìàÿ êîðîòêàÿ
//è íå äëèííåå ëîãàðèôìà. Ïîéäåì íàïðàâî è ñîëüåì ïðàâîå ïîääåðåâî ñ âåðøèíîé .

4. 𝑥.𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 = 𝑚𝑒𝑟𝑔𝑒(𝑥.𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡, 𝑦)
// Ìîãëî âîçíèêíóòü íàðóøåíèå ëåâîñòîðîííåñòè êó÷è

5. if (𝑑(𝑥.𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡) > 𝑑(𝑥.𝑙𝑒𝑓𝑡)) : 𝑠𝑤𝑎𝑝(𝑥.𝑙𝑒𝑓𝑡, 𝑥.𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡)

6. 𝑑(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛(𝑑(𝑥.𝑙𝑒𝑓𝑡), 𝑑(𝑥.𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡)) + 1
// ïåðåñ÷èòàåì ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåé ñâîáîäíîé ïîçèöèè

7. return 𝑥
// Êàæäûé ðàç èäåì èç óæå ñóùåñòâóþùåé âåðøèíû òîëüêî
// â ïðàâîå ïîääåðåâî � íå áîëåå ëîãàðèôìà âûçîâîâ (ïî ëåììå)

𝑇𝑖𝑚𝑒 ≤ 𝑑(𝐻𝑒𝑎𝑝2) + 𝑑(𝐻𝑒𝑎𝑝1) +𝒪(log 𝑛)
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4 Skew heap

Âñïîìíèì ëåâàöêóþ êó÷ó. Òåïåðü äàâàéòå îòêàæåìñÿ îò òðåáîâàíèÿ, ÷òî 𝑑(𝑣.𝑙𝑒𝑓𝑡) > 𝑑(𝑣.𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡)

Merge

1. if (𝑥1 > 𝑥2) 𝑠𝑤𝑎𝑝(𝑥1, 𝑥2)

2. 𝑅 = 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒(𝑅, ℎ𝑒𝑎𝑝2)

3. 𝑠𝑤𝑎𝑝(𝐿,𝑅)

Ìû ïîëó÷èëè êðèâóþ êó÷ó èëè Skew heap.

Утверждение: 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 ðàáîòàåò àìîðòèçèðîâàííî çà 𝒪(log 𝑛)

Доказательство:

Ïóñòü 𝜙 � êîëè÷åñòâî ïðàâûõ òÿæ¼ëûõ äåòåé (òÿæ¼ëûì íàçîâ¼ì ðåá¼íêà, åñëè ðàçìåð åãî
ïîääåðåâà áîëüøå ïîëîâèíû âñåé êó÷è).

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) Ïóñòü 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 ñïóñêàëñÿ âïðàâî òîëüêî â ë¼ãêîãî ñûíà, òîãäà áûëî ñîâåðøåíî ìåíåå
log 𝑛 øàãîâ, ò.ê. cêàæäûì øàãîì ðàçìåð ïîääåðåâà óìåíüøàëñÿ õîòÿáû â 2 ðàçà. Çà 1 âûçîâ
𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 â ýòîì ñëó÷àå óâåëè÷èëîñü íå áîëåå ÷åì íà log 𝑛 (êàæäûé øàã âåñèò íå áîëåå, ÷åì 1
ïî ðåçóëüòàòàìswap � a).

2)Ìû ìîæåì óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî ïðàâûõ òÿæ¼ëûõ äåòåé.

Утверждение: Êîãäà ìû ïåðåõîäèì â ïðàâîãî ñûíà 𝜙 óìåíüøàåòñÿ íà 1

Доказательство:

Òàê ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî ìû äåëàåì 𝑠𝑤𝑎𝑝. Ìû ìåíÿåì ëåâîãî è ïðàâîãî äåòåé ìå-
ñòàìè, òîãäà òÿæ¼ëûì ñòàíîâèòñÿ ëåâûé ñûí, à êîëè÷åñòâî ïðàâûõ òÿæ¼ëûõ óìåíüøàåòñÿ
íà 1.

Èçíà÷àëüíî 𝜙0 = 0, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ó íàñ êàæäàÿ êó÷à ñîñòîèò èç 1 ýëåìåíòà.
𝜙 = 𝜙+ + 𝜙− ≥ 0 , ãäå 𝜙+ � ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî óâåëè÷åíèé 𝜙 , à 𝜙− � ñóììàðíîå êî-
ëè÷åñòâî óìåíüøåíèé 𝜙. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 𝜙+ ≥ 𝜙−, 𝜙+ ≤ 𝑀 log 𝑛 , çäåñü è äàëåå 𝑀 �
êîëè÷åñòâî âûçîâîâ ôóíêöèè 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒.

𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 = Ò + Ë (ñóììà äëÿ òÿæåëûõ è ëåãêèõ äåòåé) = Ò + log 𝑛.
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∑︀
𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 =

∑︀
𝑇 +𝑀 log 𝑛 = 𝜙− +𝑀 log 𝑛 .

Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå:∑︀
𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒
𝑀 =

∑︀
𝑇+𝑀 log 𝑛

𝑀 = 𝜙−+𝑀 log 𝑛
𝑀 ≤ 2𝑀 log 𝑛

𝑀 = 2 log 𝑛 = 𝒪(log 𝑛) , çäåñü ìû
âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî 𝜙− ≤ 𝜙+ ≤ 𝑀 log 𝑛.
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5 Add and Merge in 𝒪(1)

Òåïåðü íàøà öåëü � ïîëó÷èòü êó÷ó, â êîòîðîé îïåðàöèè 𝐴𝑑𝑑 è 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 âûïîëíÿþòñÿ çà àìîð-
òèçèðîâàííîå 𝒪(1), à îïåðàöèÿ 𝐷𝑒𝑙𝑀𝑖𝑛 � çà 𝒪(log 𝑛).
Íàì èíòåðåñíî, ñêîëüêî áóäóò âìåñòå, â ñðåäíåì, ðàáîòàòü ýòè îïåðàöèè.
Ïóñòü 𝐴𝑑𝑑 âûïîëíèëàñü 𝐴 ðàç, 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 � 𝑀 ðàç, 𝐷𝑒𝑙𝑀𝑖𝑛 � 𝐷 ðàç, òîãäà:

𝑇𝑖𝑚𝑒 ≤ 𝐴+𝑀 +𝐷(log 𝑛).

1. Ïóñòü ó íàñ åñòü ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ ìîæåò äåëàòü:

∙ 𝐴𝑑𝑑, 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒, 𝐷𝑒𝑙𝑀𝑖𝑛 çà 𝒪(log 𝑛)

∙ 𝐵𝑢𝑖𝑙𝑑 çà 𝒪(𝑛) (ñòðîèò êó÷ó îò 𝑛 ýëåìåíòîâ)

Ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èç ýòîé ñòðóêòóðû òàêóþ, ÷òî 𝐴𝑑𝑑 â íåé áóäåò ïðîèñõîäèòü çà
𝒪(1):

Ïðîèçîøëî 𝑘 ðàç 𝐴𝑑𝑑. Ïåðåä 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 è 𝐷𝑒𝑙𝑀𝑖𝑛 âûçûâàåì 𝐵𝑢𝑖𝑙𝑑 (𝒪(𝑘)) îò äîáàâëåííûõ
ýëåìåíòîâ è 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 � èì ïîëó÷èâøèåñÿ ñòðóêòóðû (íîâóþ è ñòàðóþ).

Â ñðåäíåì íà êàæäûé 𝐴𝑑𝑑 ìû òðàòèì åäèíèöó 𝐵𝑢𝑖𝑙𝑑 → 𝒪(1).

𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 è 𝐷𝑒𝑙𝑀𝑖𝑛 íà äàííîì ýòàïå ðàáîòàþò çà 𝒪(log 𝑛).

𝑁𝑒𝑤𝐷𝑒𝑙𝑀𝑖𝑛 = 𝐵𝑢𝑖𝑙𝑑+𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒+𝐷𝑒𝑙

𝑁𝑒𝑤𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 = 2(𝐵𝑢𝑖𝑙𝑑+𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒)+𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 � ïðèâîäèì êàæäóþ èç äâóõ ñòðóêòóð ê íîâîìó
âèäó

2. 𝐴𝑑𝑑 𝒪(1), 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 𝒪(log 𝑛), 𝐷𝑒𝑙𝑀𝑖𝑛 𝒪(log 𝑛) � ïóñòü ñòðóêòóðà 𝑄 óäîâëåòâîðÿåò òàêèì
óñëîâèÿì.

Новая цель: 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 çà 𝒪(1)

Ñòðîèì íîâóþ ñòðóêòóðó 𝐵, îíà ñîäåðæèò êëþ÷ è ñòðóêòóðó 𝑄 òèïà 𝐵.

𝐵 = ⟨𝑋,𝑄⟨𝐵⟩⟩ ëèáî 𝐵 = 𝑛𝑢𝑙𝑙 , 𝑋 � êëþ÷, ãëîáàëüíûé ìèíèìóì (òèïà 𝑖𝑛𝑡).

𝑄 � ýòî î÷åðåäü ýëåìåíòîâ òèïà 𝐵, ãäå êàæäûé ýëåìåíò � ýòî êëþ÷ è î÷åðåäü ýëåìåíòîâ
òèïà 𝐵. (Íåêîòîðàÿ àáñòðàêòíàÿ ñòðóêòóðà). 𝑄 õðàíèò ïàðû è ñðàâíèâàåò èõ ïî êëþ÷ó.

Add (𝐵, 𝑥)

1. return 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒(𝐵, 𝑛𝑒𝑤𝐵(𝑥, 𝑛𝑢𝑙𝑙))

Merge(𝐵1, 𝐵2)

1. if (𝐵1.𝑥 > 𝐵2.𝑥) : 𝑠𝑤𝑎𝑝(𝐵1, 𝐵2)

2. 𝐵1.𝑄 = 𝐵1.𝑄.𝐴𝑑𝑑(𝐵2)
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3. return 𝐵

DelMin (𝐵) // ⟨𝑥,𝐵⟩, � ìèíèìóì, 𝐵 � âñå îñòàëüíûå

1. ⟨𝐵2, 𝑄2⟩ = 𝐵.𝑄.𝐷𝑒𝑙𝑀𝑖𝑛()

2. return ⟨𝑥, ⟨𝐵.𝑥,𝐵2.𝑄.𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒(𝑄2)⟩⟩ // Ïðèñîåäèíèëè 𝑄2

Как выглядит структура:
⟨𝑥,𝐵⟩
𝐵 = ⟨𝑥,𝑄⟩
𝑄 = ⟨𝐵2, 𝑄2⟩

Что получили в итоге:

∙ 𝐴𝑑𝑑 𝒪(1)

∙ 𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 𝒪(1)

∙ 𝐷𝑒𝑙𝑀𝑖𝑛 𝒪(log 𝑛)

Замечание по поводу времени работы:
Åñëè íà÷àëüíàÿ ñòðóêòóðà ðàáîòàëà çà àìîðòèçèðîâàííîå âðåìÿ, òî äàííàÿ òîæå ðàáî-
òàåò çà àìîðòèçèðîâàííîå 𝒪(1), à åñëè ïðîñòî, òî çà ÷èñòîå 𝒪(1).
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