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1 Доказательства нижней границы времени работы

сортировок произвольных объектов.

Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ñîðòèðîâêà ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ ñäåëàåò íå ìåíüøå 𝑛 log 𝑛 ñðàâ-
íåíèé. Òîãäà àñèìïòîòèêà ñîðòèðîâêè áóäåò Ω(𝑛 log 𝑛).
Ïóñòü ìû ñäåëàëè 𝑘 ≤ 𝑛 log 𝑛 ñðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì ñòðî÷êó 01010011101011100 . . ., ãäå
1 - áîëüøå, 0 - ìåíüøå, äëÿ êàæäîãî èç 𝑘 ñðàâíåíèé. Ìû ìîæåì ïîëó÷èòü íå áîëåå 2𝑘

ðàçëè÷íûõ ñòðîê äëèíû 𝑘, ò.ê. ðåçóëüòàò êàæäîãî ñðàâíåíèÿ óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî âà-
ðèàíòîâ íå áîëåå ÷åì â 2 ðàçà. Òàêèì îáðàçîì 2𝑘 < 𝑛!, à çíà÷èò íàéäåòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ
âõîäà, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòðî÷êè ñîâïàäóò. Âûõîäèò, ÷òî 𝑘 äîëæåí áûòü
íå ìåíüøå 𝑛 log 𝑛, à ñîðòèðîâêà èìååò àñèìïòîòèêó Ω(𝑛 log 𝑛).

2 Структуры данных

Ìû çíàåì: ñòåê, î÷åðåäü, õåø-òàáëèöó, ñîðòèðîâêó, áèíàðíûé ïîèñê, ñïèñêè, âåêòîðà ñ
óäâîåíèåì.

Íàïèøåì íåáîëüøîé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Íàì íóæíî óìåòü:

1. Ñ÷èòàòü îò ïåðåìåííîé çíà÷åíèå val[variable].

2. Ðàçáèðàòü âûðàæåíèÿ. (1 + 3 * 4 − (3 + 4) * 2)

3. if, for...

4. functions... Õîòÿ êîìó ýòî íàäî?

2.1 Переменные и значения

Âîñïîëüçóåìñÿ õåø-òàáëèöåé. Åäèíñòâåííîå, ÷åìó íàì íàäî íàó÷èòüñÿ - ïðåîáðàçîâû-
âàòü íàçâàíèå ïåðåìåííîé(ñòðî÷êó) â ÷èñëî. Çàâåäåì õåø-ôóíêöèþ: String -> (hash).
𝐻𝑎𝑠ℎ(𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔) = 0 . . . 264 =

∑︀
𝑖

𝑠𝑖 * 179𝑖

2.2 Разбор выражения стеком за O(n)

Ïóñòü åñòü íåñêîëüêî îïåðàöèé (+,−, *, /) ÷èñëà è ïåðåìåííûå (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð,
áóêâ è ïîä÷åðêèâàíèé). Òàêæå äîëæåí áûòü çàäàí ïðèîðèòåò íà îïåðàöèè. Â ñëó÷àå ðàâ-
íîãî ïðèîðèòåòà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå ëåâîàññîöèàòèâíî. Ðàçîáüåì èñõîäíóþ
ñòðî÷êó íà ëåêñåìû:
· · · + · · · * · · ·
Íà÷íåì âû÷èñëÿòü. Âîñïîëüçóåìñÿ äâóìÿ ñòåêàìè: çíà÷åíèÿ è îïåðàöèè. Ëåêñåìû äîáàâ-
ëÿåì â çíà÷åíèÿ, îïåðàöèè - â îïåðàöèè. Ïðè î÷åðåäíîé îïåðàöèè ñìîòðèì íà ïîñëåäíþþ
îïåðàöèþ â ñòåêå. Åñëè ó íåå ïðèîðèòåò áîëüøå, ñðàçó âûïîëíèì. Ò.å. íóæíî äîñòàòü
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èç ñòåêà îïåðàöèé îïåðàöèþ, èç ñòåêà çíà÷åíèé 2 ïåðåìåííûå, ïîñ÷èòàòü, è äîáàâèòü ðå-
çóëüòàò â ñòåê çíà÷åíèé. Òåêóùóþ îïåðàöèþ â ëþáîì ñëó÷àå äîáàâëÿåì â ñòåê. Êîãäà
âûðàæåíèå çàêîí÷èòñÿ, â ñòåêå âñå åùå ìîãóò áûòü êàêèå-òî îïåðàöèè è ëåêñåìû. Âûïîë-
íèì èõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Óñîâåðøåíñòâóåì àëãîðèòì äëÿ âûðàæåíèÿ ñî ñêîáêàìè. Ïóñòü ìû äîøëè äî îòêðûâà-

þùåéñÿ ñêîáêè. Äîáàâèì åå. Òåïåðü, êîãäà ìû ñ÷èòàåì îïåðàöèè, äåëàåì ýòî òîëüêî äî
ñêîáêè. Êîãäà âñòðåòèì çàêðûâàþùóþ ñêîáêó, âûïîëíÿåì âñå äî ïåðâûé îòêðûâàþùèé-
ñÿ ñêîáêè, è óäàëÿåì åå. Äëÿ óäîáñòâà ìîæíî äîáàâèòü îòêðûâàþùóþ ñêîáêó â íà÷àëî
è çàêðûâàþùóþ â êîíåö âñåãî âûðàæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà ÷òî-òî îñòàëîñü â ñòåêå, òî èñõîäíîå âûðàæåíèå íå êîððåêòíî. Òàêèì îáðàçîì,
âûðàæåíèå íåâîçìîæíî ïîñ÷èòàòü òîãäà, êîãäà:

1. Èäóò íåñêîëüêî îïåðàöèé ïîäðÿä (++). Óíàðíûé ìèíóñ îáðàáàòûâàåòñÿ îòäåëüíî.

2. Íåñêîëüêî ëåêñåì èäóò ïîäðÿä.

3. Äëÿ êàêîé-òî çàêðûâàþùåéñÿ ñêîáêè íå íàøëîñü îòêðûâàþùåéñÿ.

4. Â êîíöå ñòåê îïåðàöèé íå ïóñò.

Êàê ñ÷èòûâàòü ëåêñåìó?

1. ïðîáåë: ïðîïóñêàåì

2. öèôðà: ïîêà öèôðà - ëåêñåìà

3. îïåðàòîðû: ïðîïóñêàåì.

4. Óíàðíûé ìèíóñ ïðèõîäèò òîëüêî òîãäà, êîãäà íàø àëãîðèòì îæèäàåò îïåðàòîð. Ïî-
ñëå çàêðûâàþùåé ñêîáêè íàø àëãîðèòì îæèäàåò îïåðàòîð.

2.3 if, for...

Ìû òî çíàåì, ÷òî âñå êîíñòðóêöèè ïîäîáíîãî âèäà, ýòî íà ñàìîì äåëå íàãðîìîæäåíèå
âñåâîçìîæíûõ âûðàæåíèé. Òàê ÷òî ïî áîëüøîìó ñëó÷àþ íàì íóæíî:

1. Ïðîâåðèòü ñêîáî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà êîððåêòíîñòü. ÏÑÏ - ýòî òî, ÷òî ìîæíî
ïîëó÷èòü óäàëÿÿ çíà÷åíèÿ èç âûðàæåíèÿ. Åñëè ñêîáêè îäíîãî òèïà, òî äîñòàòî÷íî
ñ÷èòàòü áàëàíñ. Åñëè íåñêîëüêî âèäîâ, òî ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñòåêîì, â êîòîðûé
áóäåì äîáàâëÿòü îòêðûâàþùèåñÿ ñêîáêè è ïûòàòüñÿ óäàëèòü ïîñëåäíþþ, ïî ïðèõîäó
çàêðûâàþùåé.

2. Äëÿ êàæäîé ñêîáêè íàéòè ïîçèöèþ ïàðíîé. Äëÿ ýòîãî õðàíèì â ñòåêå è ñêîáêó è
ïîçèöèþ. Òåïåðü, êîãäà ìû óäàëÿåì î÷åðåäíóþ ñêîáêó èç ñòåêà, ìû çíàåì ïîçèöèþ
è îòêðûâàþùåé è çàêðûâàþùåé ñêîáêè.
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3. Îñòàëîñü îáðàáàòûâàòü ðàáîòó ñ ïåðåìåííûìè. Ñòàðîå ðåøåíèå ñ õåø-òàáëèöåé òîæå
ïîäõîäèò, íî ïðîùå âçÿòü âñå çàïðîñû (íà ïðèñâîåíèå), îòñîðòèðîâàòü âñå èìåíà
ïåðåìåííûõ è õðàíèòü âìåñòå ñ íèìè èõ çíà÷åíèÿ. Òîãäà íåñêîëüêî ïîäðÿä èäóùèõ
èìåí èçìåíÿþò çíà÷åíèå ó îäíîé ïåðåìåííîé. Åäèíñòâåííûé òîíêèé ìîìåíò - ýòî
ôèêñèðîâàííûé ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé. Äëÿ ýòîãî, ïðè ïðèñâîåíèè òåêóùåé
ïåðåìåííîé - äðóãóþ, ïðèäåòñÿ íàéòè åå áèíïîèñêîì è îáíîâèòü äî àêòóàëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî àëãîðèòìà â òîì, ÷òî îí äåòåðìèíèðîâàí, è ìû
íå èñïîëüçóåì äîïîëíèòåëüíóþ ïàìÿòü.

3 Теория. Преобразование операций.

.
Merge(A, B) = (A îáúåäèíèòü B)
Add(A, x) = (A îáúåäèíèòü ñ x)

3.1 Merge → Add

Äàíî: Ìóëüòèìíîæåñòâî. Óìååì ñëèâàòü äâå ñòðóêòóðû. Õîòèì íàó÷èòüñÿ äîáàâëÿòü ýëå-
ìåíò.

Ñîçäàåì ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé õîòèì äîáàâèòü.
Ñëèâàåì äâà ìíîæåñòâà. Âðåìÿ ðàáîòû Add = Merge

3.2 Add → Merge

Äàíî: Ìóëüòèìíîæåñòâî. Óìååì äîáàâëÿòü ýëåìåíò. Õîòèì íàó÷èòüñÿ îáúåäèíÿòü äâà
ìóëüòèìíîæåñòâà.

Merge(A, B) считаем, что в А элементов меньше, чем в В. Size(A) <= Size(B)
for x in A

Add(B, x)
return B

Ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû:
∑︀

𝑀𝑒𝑟𝑔𝑒 ≤ 𝑂(𝑁 log𝑁)𝐴𝑑𝑑, ãäå N îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåí-
òîâ.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíò x. Êàæäûé ðàç, êîãäà ê íåìó ïðèìåíÿþò Add, îí îêàçûâàåò â
ìíîæåñòâå õîòÿ áû â äâà ðàçà áîëüøåì. Çíà÷èò, êàæäûé ýëåìåíò áóäåò ðàññìîòðåí íå
áîëåå log𝑁 ðàç.

3.3 Find → Delete

Äàíî: Ìíîæåñòâî. Óìååì íàõîäèòü ýëåìåíò. Õîòèì íàó÷èòüñÿ óäàëÿòü.
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Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà áóäåì õðàíèòü ôëàã, óäàëåí ýëåìåíò èëè íåò. <val,
isDeleted>

Delete(x):
Find(x).isDeleted = 1

Âðåìÿ ðàáîòû: Delete = Find

3.4 build, get → Merge → Add

Äàíî: Ìíîæåñòâî. Íåîáõîäèìî îòâå÷àòü íà çàïðîñû, êîòîðûå íå ìåíÿþò ýëåìåíòû. Óìååì
èç ýëåìåíòîâ ñîçäàòü ñòðóêòóðó. Õîòèì íàó÷èòüñÿ ñëèâàòü äâà ìíîæåñòâà è äîáàâëÿòü
ýëåìåíò.

Ïóñòü íàøå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç N ýëåìåíòîâ. Òîãäà ïðåäñòàâèì íàøå ìíîæåñòâî â
âèäå log𝑁 ìíîæåñòâ. 𝑁 =

∑︀log𝑁
𝑖=1 2𝑘𝑖

(N = 7) → (1) + (2) + (4)
Òåïåðü, ÷òî áû îòâåòèòü íà çàïðîñ â òàêîì ïðåäñòàâëåíèå, íóæíî îòâåòèòü íà çàïðîñ

â êàæäîì êóñî÷êå.

NewGet()
for i = 1... log𝑁

get(𝐴𝑖)

Âðåìÿ ðàáîòû NewGet = log𝑁 get

Merge()
while существует 𝑠𝑖𝑧𝑒(𝐴𝑖) == 𝑠𝑖𝑧𝑒(𝐴𝑗)

Build(𝐴𝑖, 𝐴𝑗)

Âðåìÿ ðàáîòû Merge ≤ 𝐵𝑢𝑖𝑙𝑑(𝑁 log𝑁), òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò áóäåò ó÷àñòâîâàòü
â ïîñòðîåíèå ìàêñèìóì log𝑁 ðàç, òàê êàê îí êàæäûé ðàç ïåðååçæàåò â áîëåå áîëüøîå
ìíîæåñòâî.

3.5 Итог

Ìû óìååì äåëàòü:

1. Add → Merge

5



2. Merge → Add

3. Find → Delete

4. build, get → Add

Замечание: Find → Delete èñïîëüçóåòñÿ â õýø òàáëèöå ñ îòêðûòîé àäðåñàöèåé.

4 Хеш-таблица с открытой адресацией

Êàæäîìó ýëåìåíòó ñîïîñòàâëÿåì ÿ÷åéêó â ìàññèâå. Åñëè íà ýòîì ìåñòå óæå ÷òî-òî íàïèñà-
íî, òî èùåì áëèæàéøóþ ñâîáîäíóþ ñïðàâà. Ýëåìåíòû íå óäàëÿåì ÿâíî, à ñòàâèì ïîìåòêó,
÷òî îí óäàëåí.

2𝑛 ≤ 𝑀 , ãäå M - ðàçìåð õýøòàáäèöû, à n - êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ñòðóêòóðå.

Index(x)
i = x%M
while(ht[i] != x and !empty[i])

i = (i + 1)%M
return i

Êîãäà ýëåìåíòîâ â òàáëèöå, â òîì ÷èñëå óäàëåííûõ, ñòàëî áîëüøå, ÷åì ñâîáîäíûõ ÿ÷ååê,
ïåðåñòðîèì òàáëèöó.
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