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Алгоритмы, осень 2015/16 Практика #1

1. Новые задачи

1. Простые задачи на асимптотику.
Найдите короткую запись через Θ.
Если такой не существует, объяснить, почему, и записать через 𝑂.
1. 2𝑛
2. 2𝑛 + 1
3. 𝑛2 + 5𝑛 + 1
4. 𝑛2+3

7𝑛+1

5. 𝑛(2 + sin𝑛)
6. arctg𝑛

𝑛
+ log log𝑛

log𝑛

7. Докажите: ∀𝑓, 𝑔 > 0: 𝑓 + 𝑔 = Θ(max(𝑓, 𝑔))

8. 𝑃 (𝑛)
𝑄(𝑛)

, 𝑑𝑒𝑔 𝑝 > 𝑑𝑒𝑔 𝑞 > 0

2. Истина или ложь?
Проверьте корректность, докажите.
1. 2𝑛+3 = Θ(2𝑛)
2. 22𝑛+1 = Θ(2𝑛)
3. 𝑔(𝑛) = 𝒪(𝑓(𝑛)) ⇒ 2𝑔(𝑛) = 𝒪(2𝑓(𝑛))
4. 𝑔(𝑛) = 𝑜(𝑓(𝑛)) ⇒ 2𝑔(𝑛) = 𝑜(2𝑓(𝑛))
5. 𝑔(𝑛) = 𝒪(𝑓(𝑛)) ⇒ log 𝑔(𝑛) = 𝒪(log 𝑓(𝑛))
6. 𝑔(𝑛) = 𝑜(𝑓(𝑛)) ⇒ log 𝑔(𝑛) = 𝑜(log 𝑓(𝑛))

7. 𝑓(𝑛) + 𝑔(𝑛) = Θ(𝑓(𝑛)+𝑔(𝑛)
2

)
8. 𝑛2 = 𝒪(2𝑛)
9. 𝑛

log𝑛
= 𝜔(log 𝑛) (А если Ω?)

10. 𝑛
log𝑛

= Θ(0.5 · 𝑛)

3. Рекуррентность
1. 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛

2
) + 1

2. 𝑇 (𝑛) = 3𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛2

3. 𝑇 (𝑛) = 5𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛

4. 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛 log 𝑛

5. 𝑇 (𝑛) = 3𝑇 (𝑛
3
) + 𝑛

6. 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛−1) + 𝑇 (𝑛−1) + 1

4. Дополнительные задачи
1. Найдите короткую запись через Θ.

Если такой не существует, объяснить, почему, и записать через 𝑂.
𝑓(𝑛) = 𝑛(1 + sin𝑛)

2. 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛
2
) + 1

3. 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛

4. 𝑇 (𝑛) = 𝑇 ( 𝑛
log𝑛

) + log 𝑛

5. 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛
2
) + 𝑇 (𝑛

3
) + 1
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Алгоритмы, осень 2015/16 Практика #1

2. Разбор задач практики

1. Простые задачи на асимптотику.
Найдите запись через Θ. Если не существует, объяснить, почему, и записать через 𝒪.
1. 2𝑛 = Θ(𝑛), по определению =)

2. 𝑓(𝑛) = 2𝑛 + 1,
∀𝑛 ∈ N 𝑛 6 2𝑛 + 1 6 2𝑛 + 𝑛 6 3𝑛 ⇒ 𝑓(𝑛) = Θ(𝑛).

3. 𝑓(𝑛) = 𝑛2 + 5𝑛 + 1,
∀𝑛 ∈ N 𝑛2 6 𝑓(𝑛) 6 𝑛2 + 5𝑛2 + 𝑛2 = 7𝑛2 ⇒ 𝑓(𝑛) = Θ(𝑛2).

Способ #2: 5𝑛 + 1 = 𝒪(𝑛2) ⇒ 5𝑛 + 1 = 𝛼𝑛2 ⇒ 𝑓(𝑛) 6 (1 + 𝛼)𝑛2 ⇒ 𝑓(𝑛) = Θ(𝑛2).

4. 𝑓(𝑛) =
𝑛2 + 3

7𝑛 + 1
,

Поделим числитель на знаменатель: 𝑓(𝑛) = (1
7
𝑛− 1

49
) +

3 − 1
49

7𝑛 + 1⏟  ⏞  
беск. малая

⇒ 𝑓(𝑛) = Θ(𝑛).

Способ #2:
𝑛2

7𝑛 + 𝑛
6 𝑓(𝑛) 6

𝑛2 + 𝑛2

7𝑛
⇒ 1

8
𝑛 6 𝑓(𝑛) 6 2

7
𝑛.

5. 𝑓(𝑛) = 𝑛(2 + sin𝑛),
−1 6 sin𝑛 6 1 ⇒ 1 6 2 + sin𝑛 6 3 ⇒ 𝑛 6 𝑓(𝑛) 6 3𝑛 ⇒ 𝑓(𝑛) = 𝒪(𝑛).

6. 𝑓(𝑛) = arctg𝑛
𝑛

+ log log𝑛
log𝑛

,

Пусть 𝑔(𝑛) =
log log 𝑛

log 𝑛
.

arctan𝑛 < 𝜋
2
< log log 𝑛, 𝑛 > log 𝑛 ⇒ 𝑓(𝑛) 6 2𝑔(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)).

7. Докажите: ∀𝑓, 𝑔 > 0: 𝑓 + 𝑔 = Θ(max(𝑓, 𝑔)),
∀𝑛 ∈ N max(𝑓(𝑛), 𝑔(𝑛)) 6 𝑓(𝑛) + 𝑔(𝑛) 6 2 max(𝑓(𝑛), 𝑔(𝑛)).

2. Истина или ложь?
Проверьте корректность, докажите.
1. 2𝑛+3 = Θ(2𝑛),

Верно: 2𝑛+3 = 8 · 2𝑛 = Θ(2𝑛).

2. 22𝑛+1 = Θ(2𝑛),
Неверно, что 22𝑛+1 = 𝒪(2𝑛), докажем от противного.
Предположим, что ∀𝑛 > 𝑁 22𝑛+1 6 𝑐 · 2𝑛 ⇒ 2𝑛+1 6 𝑐 ⇒ 𝑛 6 log 𝑐− 1. Противоречие.

3. 𝑔(𝑛) = 𝒪(𝑓(𝑛)) ⇒ 2𝑔(𝑛) = 𝒪(2𝑓(𝑛)),
Неверно, возьмём 𝑓(𝑛) = 2𝑛 + 1, 𝑔(𝑛) = 𝑛. Получим условие предыдущей задачи.

4. 𝑔(𝑛) = 𝑜(𝑓(𝑛)) ⇒ 2𝑔(𝑛) = 𝑜(2𝑓(𝑛)),
Верно, если 𝑓(𝑛) −−−→

𝑛→∞
+∞.

𝑔(𝑛) = 𝑜(𝑓(𝑛)) ⇔ 𝑔(𝑛)
𝑓(𝑛)

−−−→
𝑛→∞

0.

2𝑔(𝑛)

2𝑓(𝑛)
= 2𝑔(𝑛)−𝑓(𝑛), но 𝑓(𝑛) − 𝑔(𝑛) = 𝑓(𝑛) − 𝑓(𝑛) · 𝑔(𝑛)

𝑓(𝑛)
= 𝑓(𝑛)

(︁
1 − 𝑔(𝑛)

𝑓(𝑛)

)︁
> 0.5𝑓(𝑛).

2𝑔(𝑛)−𝑓(𝑛) 6
1

20.5𝑓(𝑛)
−−−→
𝑛→∞

0.
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Алгоритмы, осень 2015/16 Практика #1

Способ #2: 2𝑔(𝑛) < 𝑐 · 2𝑓(𝑛) ⇔ 𝑔(𝑛) < log 𝑐 + 𝑓(𝑛) (*), но ∀𝑐1 > 0 𝑔(𝑛) < 𝑐1 · 𝑓(𝑛), значит

(*) ⇐ 𝑐1 · 𝑓(𝑛) < log 𝑐 + 𝑓(𝑛) ⇔ (1 − 𝑐1)𝑓(𝑛) > − log 𝑐
𝑐1<1⇐⇒ 𝑓(𝑛) >

− log 𝑐

1 − 𝑐1
.

Возьмём 𝑐1 = 1
2
, тогда ∃𝑁 ∀𝑛 > 𝑁 𝑓(𝑛) > −2 log 𝑐 ⇒ 2𝑔(𝑛) < 𝑐 · 2𝑓(𝑛).

Таким образом, ∀𝑐 > 0 ∃𝑁 ∀𝑛 > 𝑁 2𝑔(𝑛) < 𝑐 · 2𝑓(𝑛).

5. 𝑔(𝑛) = 𝒪(𝑓(𝑛)) ⇒ log 𝑔(𝑛) = 𝒪(log 𝑓(𝑛)),
Верно, если 𝑓(𝑛) −−−→

𝑛→∞
+∞.

log 𝑔(𝑛) < 𝑐 · log 𝑓(𝑛) ⇔ 𝑔(𝑛) < (𝑓(𝑛))𝑐.

𝑔(𝑛) = 𝒪(𝑓(𝑛)) ⇔ ∃𝑐1 > 0 𝑔(𝑛) < 𝑐1𝑓(𝑛), таким образом

𝑔(𝑛) < (𝑓(𝑛))𝑐 ⇐ 𝑐1𝑓(𝑛) < (𝑓(𝑛))𝑐 ⇔ (𝑓(𝑛))𝑐−1 > 𝑐1 — верно, если 𝑓(𝑛) → +∞ и 𝑐 > 1.

6. 𝑔(𝑛) = 𝑜(𝑓(𝑛)) ⇒ log 𝑔(𝑛) = 𝑜(log 𝑓(𝑛)),
Неверно, при 𝑓(𝑛) → +∞.

log 𝑔(𝑛) < 𝑐 log 𝑓(𝑛) ⇔ 𝑔(𝑛) < (𝑓(𝑛))𝑐.

𝑔(𝑛) = 𝑜(𝑓(𝑛)) ⇔ ∀𝑐1 > 0 𝑔(𝑛) < 𝑐1𝑓(𝑛), таким образом

𝑔(𝑛) < (𝑓(𝑛))𝑐 ⇐ 𝑐1𝑓(𝑛) < (𝑓(𝑛))𝑐 ⇔ (𝑓(𝑛))𝑐−1 > 𝑐1 ⇔ (𝑐− 1) log 𝑓(𝑛) > log 𝑐1.

Это неверно, если 𝑓(𝑛) → +∞ и 𝑐 < 1, так как

log 𝑓(𝑛) не может быть ограничен сверху числом
log 𝑐1
𝑐− 1

.

7. 𝑓(𝑛) + 𝑔(𝑛) = Θ(𝑓(𝑛)+𝑔(𝑛)
2

), верно по определению.

8. 𝑛2 = 𝒪(2𝑛),

Верно, так как
𝑛2

2𝑛
−−−→
𝑛→∞

0 ⇒ 𝑛2 = 𝑜(2𝑛) ⇒ 𝑛2 = 𝒪(2𝑛).

9. log 𝑛 = 𝑜( 𝑛
log𝑛

),

Верно: log 𝑛 = 𝑜( 𝑛
log𝑛

) ⇔ log 𝑛 < 𝑐 · 𝑛

log 𝑛
⇔ log2 𝑛 = 𝑛 ⇔ log2 𝑛 = 𝑜(𝑛).

Сделаем замену переменной 𝑛 = 2𝑦, получим 𝑦2 = 𝑜(2𝑦), верное по предыдущему пункту.

10. 𝑛
log𝑛

= Θ(0.5 · 𝑛),

Неверно: 𝑛
log𝑛

= Θ(0.5 · 𝑛) ⇔ 𝑛 = Θ(𝑛 log 𝑛) ⇒ 𝑛 log 𝑛 = 𝒪(𝑛).

Если 𝑛 log 𝑛 < 𝑐 · 𝑛, то log 𝑛 < 𝑐, что неверно, в силу неограниченности log 𝑛.

3. Реккурентность
1. 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛

2
) + 1,

2𝑘 = 𝑛 ⇔ 𝑘 = log 𝑛

𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛
2
) + 1 = 2(2𝑇 (𝑛

4
) + 1) + 1 = 2(2(2(. . . (2⏟  ⏞  

k двоек

𝑇 ( 𝑛
2𝑘

) + 1) . . . ) + 1) + 1) + 1⏟  ⏞  
k единиц

.

Раскроем скобки: 2𝑘 + 2𝑘−1 + · · · + 21 + 1 = 2𝑘+1 − 1 = 2𝑛− 1 = Θ(𝑛).

Способ #2 (по теореме): 𝑎 = 2, 𝑏 = 2, 𝑐 = 0, 𝑓(𝑛) = 1 = Θ(𝑛𝑐), 𝑐 < log𝑏 𝑎 ⇒ 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛).

2. 𝑇 (𝑛) = 3𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛2,

2𝑘 = 𝑛 ⇔ 𝑘 = log 𝑛

𝑇 (𝑛) = 3𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛2 = 3(3𝑇 ( 𝑛

22
) + ( 𝑛

21
)2) + ( 𝑛

20
)2 =
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= 3(3(3(. . . (3⏟  ⏞  
k троек

𝑇 ( 𝑛
2𝑘

) + ( 𝑛
2𝑘−1 )2) . . . ) + ( 𝑛

22
)2) + ( 𝑛

21
)2) + ( 𝑛

20
)2⏟  ⏞  

k штук

=

= 3𝑘 + 3𝑘−1( 𝑛
2𝑘−1 )2 + 3𝑘−2( 𝑛

2𝑘−2 )2 + · · · + 3( 𝑛
21

)2 + 1 · ( 𝑛
20

)2 =

= 𝑛2((3
4
)𝑘 + (3

4
)𝑘−1 + (3

4
)𝑘−2 + · · · + 3

4
+ 1) 6 𝑛2

∞∑︀
𝑘=0

(3
4
)𝑘 = 𝑛2 1

1 − 3
4

= 4𝑛2 ⇒

𝑛2 6 𝑇 (𝑛) 6 4𝑛2 ⇒ 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛2).

Способ #2 (по теореме):
𝑎 = 3, 𝑏 = 2, 𝑐 = 2, 𝑓(𝑛) = Ω(𝑛2), 𝑐 > log𝑏 𝑎, 3(𝑛

2
)2 6 3

8
𝑛2 ⇒ 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛2).

3. 𝑇 (𝑛) = 5𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛,

2𝑘 = 𝑛 ⇔ 𝑘 = log 𝑛

𝑇 (𝑛) = 5𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛 = 5(5𝑇 ( 𝑛

22
) + 𝑛

21
) + 𝑛

20
=

= 5(5(5(. . . (5⏟  ⏞  
k штук

𝑇 ( 𝑛
2𝑘

) + 𝑛
2𝑘−1 ) . . . ) + 𝑛

22
) + 𝑛

21
) + 𝑛

20⏟  ⏞  
k штук

=

= 5𝑘 + 5𝑘−1 𝑛
2𝑘−1 + 5𝑘−2 𝑛

2𝑘−2 + · · · + 5 𝑛
21

+ 1 · 𝑛
20

=

= 𝑛((5
2
)𝑘 + (5

2
)𝑘−1 + (5

2
)𝑘−2 + · · · + 5

2
+ 1) = 𝑛

𝑘∑︀
𝑖=0

2.5𝑖 = 𝑛
2.5𝑘+1 − 1

2.5 − 1
= Θ(𝑛 · 2.5𝑘).

2.5𝑘 = 2.5log𝑛 = 2log(2.5log𝑛) = 2log𝑛·log 2.5 = 𝑛log 2.5 ⇒
𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛1+log 2.5) = Θ(𝑛log 2+log 2.5) = Θ(𝑛log 5).

Способ #2 (по теореме):
𝑎 = 5, 𝑏 = 2, 𝑐 = 1, 𝑓(𝑛) = 𝒪(𝑛1), 𝑐 < log𝑏 𝑎 ⇒ 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛log𝑏 𝑎) = Θ(𝑛log2 5).

4. 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛 log 𝑛,

𝑎 = 2, 𝑏 = 2, 𝑓(𝑛) = Θ(𝑛1 log1 𝑛), 𝑐 = log𝑏 𝑎 = 1 ⇒ 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛𝑐 log1+1 𝑛) = Θ(𝑛 log2 𝑛).

5. 𝑇 (𝑛) = 3𝑇 (𝑛
3
) + 𝑛,

𝑎 = 3, 𝑏 = 3, 𝑓(𝑛) = Θ(𝑛1 log0 𝑛), 𝑐 = log𝑏 𝑎 = 1 ⇒ 𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛 log0+1 𝑛) = Θ(𝑛 log 𝑛).

6. 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛−1) + 𝑇 (𝑛−1) + 1,
𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛− 1) + 1 = 2(2𝑇 (𝑛− 2) + 1) + 1 = 2(2 . . . (2𝑇 (1) + 1) + · · · + 1) + 1 =
= 2𝑛−1 + · · · + 21 + 1 = 2𝑛 − 1 = Θ(2𝑛).

Можно доказать это и по индукции, посмотрев на первые несколько членов.

3. История про синус

Докажем, что ∀𝜀 > 0, 𝑦 ∈ [−1..1] ∃𝑛 ∈ N : |𝑦 − sin𝑛| < 𝜀.
𝜋 иррационально ⇒ ∀𝑖, 𝑗 ∈ N, 𝑖 ̸= 𝑗 : (𝑖 mod 2𝜋) ̸= (𝑗 mod 2𝜋). Рассмотрим первые 𝑛 на-

туральных чисел, им соответствуют разные остатки по модулю 2𝜋, то есть, разные точки на
единичной окружности. Есть две точки 𝑖 и 𝑗 на расстоянии не больше 𝜀 = 2𝜋

𝑛
. 0 < (|𝑗−𝑖|

mod 2𝜋) 6 𝜀. Теперь мы можем ходить с шагом |𝑗−𝑖| и попасть в окрестность любой точки на
окружности:

Чтобы попасть в точку 𝑥 достаточно взять 𝑘 = ⌊ 𝑥
|𝑗−𝑖|⌋ и точку 𝑘 · |𝑗−𝑖|.

Пусть 𝑥 = arcsin 𝑦 ⇒ |𝑦 − sin(𝑘|𝑗 − 𝑖|)| < 𝜀.
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4. Домашнее задание

1. Обязательная часть

1. Истина или ложь?
Проверьте корректность, докажите.
(0.5) за каждый пункт.

11. 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛 = 𝒪(1.1𝑛)
12. 𝑛3

𝑛2+𝑛 log𝑛
= 𝒪(𝑛 log 𝑛)

13. 𝑓(𝑛) = 𝒪(𝑓(𝑛
2
))

14. 𝑓(𝑛) + 𝑜(𝑓(𝑛)) = Θ(𝑓(𝑛))
15. log 𝑛! = Θ(𝑛 log 𝑛)

2. Рекуррентность.
Во всех задачах предполагается, что ∀𝑥 6 1, 𝑇 (𝑥) = 1
(0.5) за каждый пункт.

7. 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛
2
) + 𝑇 (𝑛

3
) + 𝑛

8. 𝑇 (𝑛) = 4𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛 log2 𝑛

9. 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛
3
) + 1

10. 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛−1) + 𝑇 (𝑛−2)
11. 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛− 1) + 𝑛

3. (3) Заполнить табличку.
𝐴 = 𝑂(𝐵)? 𝐴 = 𝑜(𝐵)? и т.д. За каждый неправильный ответ −0.1 балл.

𝐴 𝐵 𝑂 𝑜 Θ 𝜔 Ω
𝑛 𝑛2 + + − − −

lg𝑘 𝑛 𝑛𝜖

𝑛𝑘 𝑐𝑛√
𝑛 𝑛sin𝑛

2𝑛 2𝑛/2

𝑛lg𝑚 𝑚lg𝑛

lg(𝑛!) lg(𝑛𝑛)

4. (6) Упорядочить функции в порядке возрастания.
Если какие-то функции равны (𝑓 = Θ(𝑔)), указать это. Здесь lg 𝑛 — двоичный логарифм,
ln𝑛 — натуральный логарифм. За каждый неправильный ответ −0.1 балл.

lg(lg* 𝑛) 2𝑙𝑔*𝑛 (
√
𝑛)lg𝑛 𝑛2 𝑛! (lg 𝑛)!

(3/2)𝑛 𝑛3 lg2 𝑛 lg 𝑛! 22𝑛 𝑛1/ lg𝑛

ln ln𝑛 lg* 𝑛 𝑛 · 2𝑛 𝑛lg lg𝑛 ln𝑛 1
2ln𝑛 (lg 𝑛)lg𝑛 𝑒𝑛 4lg𝑛 (𝑛 + 1)!

√
lg 𝑛

lg* lg 𝑛 2
√
2 lg𝑛 𝑛 2𝑛 𝑛 lg 𝑛 22𝑛+1

Примечание: lg*(𝑛) =

{︂
0 если 𝑛 ≤ 1;
1 + lg*(lg 𝑛) иначе
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5. Посчитать точно.
(0.5) за каждый пункт

1.
∑︀∞

𝑘=0
1
2𝑘

2.
∑︀∞

𝑘=0
(−1)𝑘

2𝑘

2. Дополнительная часть

1. Истина или ложь?
Проверьте корректность, докажите.
(0.5) за каждый пункт.

16. 𝑛𝑛 = 𝒪(𝑛!)
17. 𝑛 log 𝑛− log 𝑛! = Θ(𝑛)

2. Рекуррентность.
Во всех задачах предполагается, что ∀𝑥 6 1, 𝑇 (𝑥) = 1
(0.5) за каждый пункт.

12. 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛−1) + 𝑇 (𝑛−2) + 1
13. 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛−1) + 𝑇 (𝑛−3)
14. 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛

2
) · 𝑇 (𝑛

3
)
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