
1 Áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð

Îäíèì ðàñïðîñòðàí¼ííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ òàê íàçû-
âàåìûé áàéåñîâñêèé ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ìàêñèìèçèðóåòñÿ àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü
êëàññà. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøàþùåå ïðàâèëî èìååò âèä:

h(x) = arg max
y∈Y

p(y | x).

Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìû íå ìîæåì íàéòè âåðîÿòíîñòè p(y | x), ïîñêîëüêó
îáúåêò x âîîáùå íå âñòðå÷àåòñÿ â îáó÷àþùåé âûáîðêå. Ïî òåîðåìå Áàéåñà ðåøàþùåå
ïðàâèëî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

h(x) = arg max
y∈Y

p(y | x) = arg max
y∈Y

p(x | y)p(y)

p(x)
= arg max

y∈Y
p(x | y)p(y).

Íàéòè ïðèáëèæåíèå äëÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòè p(x | y) óæå çíà÷èòåëüíî ïðîùå, îäíàêî â
ñëó÷àå, åñëè ïðîñòðàíñòâî X èìååò áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü òàêæå âåñüìà ñëîæíà. Ïóñòü
îáúåêò x îïèñûâàåòñÿ n ïðèçíàêîâûìè ôóíêöèÿìè f1(x), . . . , fn(x), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
ðàâíû x1, . . . , xn (ìû îòîæäåñòâëÿåì îáúåêò è åãî ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå), ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî çíà÷åíèÿ äàííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðèõîäèì ê ðåøàþùåìó ïðàâèëó

h(x) = arg max
y∈Y

n∏
i=1

p(fi(x) = xi | y)p(y).

Äàííûé êëàññèôèêàòîð íàçûâàåòñÿ íàèâíûì áàéåñîâñêèì, äëÿ åãî îáó÷åíèÿ òðåáóåòñÿ
îöåíèòü àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ p(y) è óñëîâíûå ïëîòíîñòè p(xi | y). Ïóñòü
îáó÷àþùàÿ âûáîðêà X l ñîñòîèò èç L îáúåêòîâ x1, . . . , xL, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò
âèä xj = [xj1, . . . , x

j
n]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç yj çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà îáúåêòå xj. Ïî-

ñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî Y = {y1, . . . , yK} â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì,

àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü êëàññà yk ìîæíî îöåíèòü åãî ÷àñòîòîé: p(yk) = |{j|yj=yk}|
L

.
Ïóñòü êàæäûé èç ïðèçíàêîâ fi ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå Xi. Â

ýòîì ñëó÷àå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè p(fi(x) = xi | yk) ìîæíî îöåíèòü íà îñíîâå ÷àñòîò
c(xi, yk) = |{j | yj = yk, fi(x

j) = xi}. Íàèáîëåå ïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà

p(xi | yk) =
c(xi, yk) + α∑

z∈Xi

(c(z, yk) + α)
,

ïðè êîòîðîé óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü p(fi(x) = xi) | yk) ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå c(xi, yk)+
α, ãäå α � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, äîáàâëÿåìîå, ÷òîáû èçáåæàòü íóëåâûõ çíà-
÷åíèé âåðîÿòíîñòè. Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå α âûáèðàåòñÿ èç äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæå-
íèé, â äàëüíåéøåì ìû ïîëàãàåì α = 1.
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2 Áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð â çàäà÷àõ êëàññèôèêà-

öèè òåêñòîâ

Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ êëàññèôè-
êàöèè òåêñòîâ, òàêèõ êàê ôèëüòðàöèÿ ñïàìà, àâòîìàòè÷åñêàÿ ðóáðèêàöèÿ èëè îïðåäå-
ëåíèå òîíàëüíîñòè äîêóìåíòà. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû äâå åãî ðàçíîâèäíîñòè: ìíî-
ãîìåðíûé (multivariate) è ìóëüòèíîìèàëüíûé (multinomial) áàéåñîâñêèé êëàññèôèêà-
òîðû. Çàôèêñèðóåì ñëîâàðü V = {v1, . . . , vm}. Â êà÷åñòâå ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî äîêóìåíòó d áóäåì áðàòü íàáîð x = [x1, . . . , xm] = [f1(x), . . . , fm(x)],
ãäå

fi(x) =

{
1, d ñîäåðæèò ñëîâî vi,
0, èíà÷å.

Áîëåå êðàòêî ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî fi(x) = Ind(vi ∈ d). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáó÷àþùàÿ
âûáîðêà ñîäåðæèò Lk äîêóìåíòîâ êëàññà yk, ïðè÷¼ì Lik èç íèõ ñîäåðæàò ñëîâî vi, â
ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé:

p(fi(x) = 1 | yk) = pik = Lik+1
Lk+2

,

p(fi(x) = 0 | yk) = 1− pik

Âåðîÿòíîñòü p(fi(x) = xi | |yk) áîëåå êîìïàêòíî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå p(fi(x) = xi |
|yk) = pxi

ik(1− pik)1−xi , òàêèì îáðàçîì, êëàññèôèêàòîð ïðèíèìàåò âèä

h(x) = yk̂,

k̂ =
K

arg max
k=1

n∏
i=1

pxi
ik(1− pik)1−xip(yk),

÷òî ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

h(x) = yk̂,

k̂ =
K

arg max
k=1

n∑
i=1

((log pik − log (1− pik))xi) +
n∑

i=1

log (1− pik) + log p(yk).

Íåäîñòàòêîì ìíîãîìåðíîãî áàéåñîâñêîãî êëàññèôèêàòîðà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí íå
ó÷èòûâàåò êîëè÷åñòâà âõîæäåíèé ñëîâà â äîêóìåíò. Ýòà ïðîáëåìà ðåøåíà â ìóëüòè-
íîìèàëüíîì áàéåñîâñêîì êëàññèôèêàòîðå, ãäå â êà÷åñòâå ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ äëÿ
äîêóìåíòà d áåðóòñÿ ïðîñòî âõîäÿùèå â íåãî ñëîâà, òî åñòü fj(x) = wj(d). ãäå ÷åðåç wj(d)
îáîçíà÷åíî j-îå ñëîâî,âõîäÿùåå â äîêóìåíò d. Áàéåñîâñêîå ïðåäïîëîæåíèå î íåçàâèñè-
ìîñòè ïðèçíàêîâ îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé p(wj(d) = vi | yk) íå çàâèñèò
îò ïîçèöèè j è äðóãèõ ñëîâ, âõîäÿùèõ â äîêóìåíò. Ìû áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà
äîêóìåíòà íå çàâèñèò îò åãî êëàññà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëèíó äîêóìåíòà íåîáõîäèìî
äîáàâèòü â åãî ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç cik ÷èñëî âõîæäåíèé ñëîâà wi

â äîêóìåíòû êëàññà yk, à ÷åðåç ck � ñóììàðíîå ÷èñëî ñëîâ âî âñåõ äîêóìåíòàõ äàííî-
ãî êëàññà, òîãäà â êà÷åñòâå îöåíêè äëÿ âåðîÿòíîñòè p(wj(d) = vi | yk), êîòîðóþ ìû â
äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç pik, ðàçóìíî âçÿòü pik = cik+1

ck+|V |
.
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Ôàêòè÷åñêè, â ìóëüòèíîìèàëüíîé áàéåñîâñêîé ìîäåëè äîêóìåíò êëàññà yk ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèíè-
ìàþùåé êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé v1, . . . , vm ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1k, . . . , pmk. Òîãäà
óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü äîêóìåíòà d çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

p(x | yk) =
m∏
j=1

p
nj

jk ,

ãäå ÷åðåç nj îáîçíà÷åíî ÷èñëî âõîæäåíèé ñëîâà vj â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x, à ðåøàþùåå
ïðàâèëî ïðèíèìàåò âèä

h(x) = yk̂,

k̂ =
K

arg max
k=1

m∏
j=1

p
nj

jkp(yk).

Ïðè ëîãàðèôìèðîâàíèè ïîëó÷àåì

h(x) = yk̂,

k̂ =
K

arg max
k=1

m∑
j=1

nj log pjk log p(yk).

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ ìîæíî âçÿòü âåëè÷èíû n1, . . . , nm,
ãäå nj ðàâíî ÷èñëó âõîæäåíèé ñëîâà vi â äîêóìåíò x. Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ
áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîãî êëàñ-
ñèôèêàòîðà. Ìóëüòèíîìèàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññôèèêàòîð, ïî ñóòè, îöåíèâàåò âåðî-
ÿòíîñòü äîêóìåíòà â ñîîòâåòñòâèå ñ óíèãðàììíîé ÿçûêîâîé ìîäåëüþ. Â ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷àõ îñíîâíóþ ïðîáëåìó ïðåäñòàâëÿåò ïðàâèëüíûé ïîäáîð ñëîâàðÿ V . ×àùå âñåãî
â ñëîâàðü íå âêëþ÷àþò íàèáîëåå ÷àñòîòíûå ñëîâà (íàïðèìåð, ñëóæåáíûå), ïîñêîëüêó
èõ ÷àñòîòà íå çàâèñèò îò êëàññà. Â ÿçûêàõ ñ ðàçâèòîé ìîðôîëîãèåé â êà÷åñòâå ýëåìåí-
òîâ ñëîâàðÿ îáû÷íî áåðóòñÿ íå ñàìè ñëîâà, à èõ ëåììû, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî
óìåíüøèòü ðàçìåð ñëîâàðÿ è òåì ñàìûì óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü Y = {China, Japan} (òî åñòü ðåøàåòñÿ çàäà÷à òåìàòè÷åñêîé êëàñ-
ñèôèêàöèè ñ äâóìÿ êëàññàìè), à äîêóìåíòû âûáîðêè ñîäåðæàò ñëåäóþùèå ñëîâà èç
ñëîâàðÿ è îòíîñÿòñÿ ê ñëåäóþùèì êëàññàì:

Chinese Tokyo Macao China
Chinese Chinese Beijing China

Chinese Chinese Shanghai China
Chinese Tokyo Japan Japan
Tokyo Japan Tokyo Japan

Òðåáóåòñÿ íàéòè, ê êàêîìó êëàññó îòíåñòè äîêóìåíò x, ñîäåðæàùèé ñëîâà Chinese
Chinese Chinese Tokyo Japan.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíóþ áàéåñîâñêóþ ìîäåëü. Àïðèîðíûå
âåðîÿòíîñòè êëàññîâ ðàâíû p(China) = 0.6, p(Japan) = 0.4.Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòè
p(fj(x) | y) çàäàþòñÿ òàáëèöåé (â ÿ÷åéêå òàáëèöû ñîäåðæèòñÿ âåðîÿòíîñòü, ÷òî äàííîå
ñëîâî ñîäåðæèòñÿ â äîêóìåíòå äàííîãî êëàññà):
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China Japan
Chinese 0.8 0.5
Macao 0.4 0.25
Beijing 0.4 0.25
Shanghai 0.4 0.25
Tokyo 0.4 0.75
Japan 0.2 0.75

Òîãäà àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ ðàâíû c òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæè-
òåëÿ:

p(China | x) = 0.8 · (1− 0.4) · (1− 0.4) · (1− 0.4) · 0.4 · 0.2 · 0.6 = 0.0083,
p(Japan | x) = 0.5 · (1− 0.25) · (1− 0.25) · (1− 0.25) · 0.75 · 0.75 · 0.4 = 0.047,

òî åñòü äàííûé äîêóìåíò äîëæåí áûòü îòíåñ¼í ê êëàññó Japan. Åñëè æå ìû èñïîëüçóåì
ìóëüòèíîìèàëüíóþ ìîäåëü, òî óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñëîâ ðàâíû

China Japan
Chinese 6

15
2
12

Macao 2
15

1
12

Beijing 2
15

1
12

Shanghai 2
15

1
12

Tokyo 2
15

4
12

Japan 1
15

3
12

Òîãäà àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ ðàâíû c òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæè-
òåëÿ:

p(China | x) = ( 6
15

)3 · 2
15
· 1
15
· 0.6 = 0.00034,

p(Japan | x) = ( 2
12

)3 · 4
12
· 3
12
· 0.4 = 0.00015.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ áàéåñîâñêîãî êëàñ-
ñèôèêàòîðà ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì îòâåòàì.

3 Ëèíåéíûå êëàññèôèêàòîðû

Îäíîé èç îñíîâíûõ è íàèáîëåå ïðîñòûõ ðàçíîâèäíîñòåé àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè
ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ëèíåéíûå àëãîðèòìû êëàññèôèêàöèè è çàäàâàåìûå èìè ëè-
íåéíûå êëàññèôèêàòîðû. ÏóñòüX ⊂ Rn è ðåøàåòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ñ êëàññàìè,
òîãäà ëèíåéíûì íàçûâàåòñÿ êëàññèôèêàòîð ñ ðåøàþùèì ïðàâèëîì âèäà

h(x) = yk̂
k̂ = arg max

16k6K
(αk, x) + βk,

ãäå αk ∈ Rn, βk ∈ R, k = 1, . . . , K. Ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü ìåæäó êëàññàìè äëÿ
ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, òî åñòü ãèïåð-
ïëîñêîñòüþ â Rn. Â ñëó÷àå äâóõ êëàññîâ ïðàâèëî ïðèíèìàåò âèä

h(x) =

{
y1, (α1, x) + β1 > (α2, x) + β2,
y2, èíà÷å.
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Ïîëàãàÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî y1 = 1, y2 = −1, à òàêæå ïåðåîáîçíà÷èâ
w = α1 − α2, w0 = β2 − β1, ìû ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ

h(x) = sgn ((w, x)− w0),

ãäå w íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì âåñîâ, à w0 � ïîðîãîì àêòèâàöèè. Ôàêòè÷åñêè, ëèíåéíûé
êëàññèôèêàòîð ïðèíèìàåò ðåøåíèå â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñ êàêîé ñòîðîíû îò ðàçäå-
ëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè (w, x) = w0 íàõîäèòñÿ êëàññèôèöèðóåìûé îáúåêò, à âåëè÷èíà
(w, x)−w0 ïðè ýòîì ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ îò îáúåêòà äî ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè.
Âûáîðêè, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîäîáðàòü ïîäîáíóþ ïëîñêîñòü, íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî
ðàçäåëèìûìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Âûáîðêà XL = {x1, . . . , xl}, íà êîòîðîé èçâåñòíû çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè Y L = {y1, . . . , yL} íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ðàçäåëèìîé ñ îòñòóïîì δ > 0, åñëè
íàéä¼òñÿ âåêòîð âåñîâ w = [w1, . . . , wn] ∈ Rn, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ |w| = 1, è
ïîðîã àêòèâàöèè w0, ÷òî äëÿ âñåõ xj ∈ XL âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

yl = 1 ↔ (w, xl)− w0) > δ,
yl = −1 ↔ (w, xl)− w0 < −δ.

Óñëîâèå |w| = 1 îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî óìíîæèâ âåêòîð âåñîâ è ïîðîã àêòèâàöèè
íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó, ìû íå èçìåíèì ðåøàþùåãî ïðàâèëà, íî ïîìåíÿåì çíà÷åíèå
îòñòóïà. Ëèíåéíàÿ ðàçäåëèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå òîëüêî ìîæåì âåðíî êëàññèôè-
öèðîâàòü îáó÷àþùóþ âûáîðêó íåêîòîðûì ëèíåéíûì êëàññèôèêàòîðîì, íî è ìîæåì
ïðè ýòîì ïîçâîëèòü ñåáå îøèáàòüñÿ íà δ â îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ îöåíèâàþùåé ôóíê-
öèè. Â äðóãèõ òåðìèíàõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü òàêóþ ïðÿìóþ, ÷òî ïðè
ïðîåêöèè íà íå¼ òî÷êè ðàçíûõ êëàññîâ áóäóò íàõîäèòüñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íåêî-
òîðîé òî÷êè w0, ïðèòîì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè âîâñå íå áóäåò ïðîåêöèé
òî÷åê âûáîðêè. Ðàçóìååòñÿ, íå äëÿ âñÿêîé ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíî ðàçäåëèìîé, îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðàçäåëèìîñòè ìîæíî äîáèòüñÿ çà ñ÷¼ò
ïðàâèëüíîãî ïîäáîðà ïðèçíàêîâûõ ôóíêöèé.

Çà÷àñòóþ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå êëàññèôèêàòîðû òîëüêî âèäà h(x) =
sgn (w, x). Ýòî íå óìåíüøàåò îáùíîñòè, ïîñêîëüêó âñåãäà äîáàâèòü íóëåâóþ êîîðäèíà-
òó, êîòîðàÿ ðàâíà w0 â ñëó÷àå âåêòîðà âåñîâ è −1 â ñëó÷àå îáúåêòîâ âûáîðêè. Ïîäîáíóþ
îïåðàöèþ áóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåíèåì ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà, à ïîëó÷åííîå ïðî-
ñòðàíñòâî � ðàñøèðåííûì.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîé âûáîðêè óñëîâèå íà δ ìîæíî îïó-
ñòèòü.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëèíåéíî ðàçäåëèìîé âûáîðêè ñóùåñòâóåò áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ðàçäåëÿþùèõ ïîâåðõíîñòåé.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êîíå÷íàÿ âûáîðêà ëèíåéíî ðàçäåëèìà, òî ìîæíî
ïîäîáðàòü âåêòîð w′ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè è ðàöèîíàëüíîé ÷èñëî w′0, òàêèå
÷òî îíà áóäåò ðàçäåëÿòüñÿ è ðåøàþùèì ïðàâèëîì g(x) = w′Tx− w′0.
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4 Ïåðñåïòðîí Ðîçåíáëàòòà

Îáó÷åíèå ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà ïî âûáîðêå ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òàêîãî âåêòîðà
âåñîâ è ïîðîãà àêòèâàöèè, ÷òî ïîëó÷åííûé ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð áóäåò íàèëó÷øèì
îáðàçîì ðàçäåëÿòü âûáîðêó. Îäíèì èç ïåðâûõ è ïðîñòåéøèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ïåð-
ñåïòðîí Ðîçåíáëàòòà, êîòîðûé â ñëó÷àå ëèíåéíî ðàçäåëèìîé âûáîðêè çà êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ ñòðîèò ðàçäåëÿþùóþ ãèïåðïëîñêîñòü. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îáúåêòû âûáîðêè çàäà-
íû â ðàñøèðåííîì ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îòñòóïîì îáúåêòà xl áóäåì íàçûâàòü
âåëè÷èíó m(xl) = (w, xl)yl; çàìåòèì, ÷òî m(xl) > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáúåêò
xl ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðóåòñÿ. Ïåðñåïòðîíîì Ðîçåíáëàòòà íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé
èòåðàòèâíûé àëãîðèòì:

Àëãîðèòì 1 Àëãîðèòì îáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíà Ðîçåíáëàòòà.

Âõîä: Ëèíåéíî ðàçäåëèìàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà XL = {x1, . . . , xL}, âåêòîð îòâåòîâ
Y L = {y1, . . . , yL}, íà÷àëüíûé âåêòîð âåñîâ w(0), øàã îáó÷åíèÿ η > 0.

Âûõîä: Âåêòîð âåñîâ w, òàêîé ÷òî äëÿ âñåõ l âåðíî óñëîâèå (w, xl)yl > 0.
1: w ← w(0)

2: while Åñòü îøèáêè êëàññèôèêàöèè do.
3: Íàéòè âåêòîð xl, äëÿ êîòîðîãî (w, xl)yl > 0.
4: Ïîëîæèòü w ← w + ηxlyl.
5: end while

Ðàññìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ îòñòóï xl ïîñëå ìîäèôèêàöèè âåñîâ. Ïóñòü w̃ = w +
ηxlyl � îáíîâë¼ííîå çíà÷åíèå âåêòîðà âåñîâ, òîãäà m̃(xl) = (w + ηxlyl, xl)yl = m(xl) +
(ηxlyl, xl)yl = m(xl)+η(xl, xl) > m(xl), òî åñòü â ñëó÷àå íåíóëåâîãî âåêòîðà xl åãî îòñòóï
óâåëè÷èòñÿ, òî åñòü óëó÷øèòñÿ êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè íà äàííîì îáúåêòå. Ïðè ýòîì
êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè íà îñòàëüíûõ îáúåêòàõ â êîíå÷íîì ñ÷¼òå íå óõóäøèòñÿ, î ÷¼ì
ãîâîðèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëèíåéíî ðàçäåëèìûõ êîíå÷íûõ âûáîðîê àëãîðèòì 1 ñõîäèòñÿ çà êî-

íå÷íîå ÷èñëî øàãîâ íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé øàãà îáó÷åíèÿ è íà÷àëüíîãî âåêòîðà âå-

ñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ � ïîðîã ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè, ŵ � âåêòîð âåñîâ â ñîîò-
âåòñòâóþùåì êëàññèôèêàòîðå, w(t) � âåêòîð âåñîâ ïîñëå t èòåðàöèé àëãîðèòìà, à R �
êîíñòàíòà, îãðàíè÷èâàþùàÿñÿ äëèíó âåêòîðà â âûáîðêå XL, òàêàÿ êîíñòàíòà íàéä¼òñÿ
â ñèëó êîíå÷íîñòè âûáîðêè.

Çàïèøåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (ŵ, w(t)) è âûðàçèì åãî ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå (ŵ, w(t−1)),
ïîëó÷èì

(ŵ, w(t)) = (ŵ, w(t−1) + ηxlyl) = (ŵ, w(t−1)) + ηyl(ŵ, xl) > (ŵ, w(t−1)) + ηδ > (ŵ, w(0)) + ηδt.

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ ïðîèçâåäåíèåì (w(t), w(t)), íî â äàííîì ñëó÷àå ïðîâåä¼ì îöåíêó
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ñâåðõó.

(w(t), w(t)) = (w(t−1) + ηxlyl, w(t−1) + ηxlyl)

= (w(t−1), w(t−1)) + η2(yl)2(xl, xl) + 2ηyl(w(t−1), x
l) 6 (w(t−1), w(t−1)) + η2R2

6 tη2R2 + (w(0), w(0)).

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì (ŵ, w(t))
2 6 (|ŵ||w(t)|)2 = |ŵ|2(w(t), w(t)).

Îòñþäà ïî äîêàçàííûì îöåíêàì ïîëó÷àåì

((ŵ, w(0)) + ηδt)2 6 tη2R2 + (w(0), w(0))

Ïîñêîëüêó ïðè áîëüøèõ t ýòà îöåíêà çàâåäîìî íåâåðíà, ïîëó÷èì, ÷òî àëãîðèòì ìîæåò
îòðàáîòàòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé, òî åñòü íà êàêîì-òî øàãå ìû íå ñìîæåì
íàéòè íåïðàâèëüíî êëàññèôèöèðóåìûé âåêòîð. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ýëåìåíòû âûáîðêè ðàçäåëåíû ïî êëàññàì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

+1 : [2, 1], [1,−1], [0, 0]
−1 : [−1, 1], [−2,−1].

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðàçäåëÿþùóþ ïëîñêîñòü ñ ïîìîùüþ ïåðñåïòðîíà Ðîçåíáëàòòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéä¼ì ê ðàñøèðåííîìó ïðèçíàêîâîìó ïðîñòðàíñòâó, áóäåì ÷åðåç
x̄l îáîçíà÷àòü âåêòîð âûáîðêè xl ñ äîáàâëåííîé íóëåâîé êîîðäèíàòîé, ðàâíîé −1. Âîçü-
ì¼ì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ w(0) = [0, 1, 2], òîãäà m(0)(x̄

2) = (w(0), x̄
2)y2 =

−1 < 0, ïîýòîìó ïîëîæèì w(1) = w(0) + ηx̄2y2 = [−1, 2, 1]. Òîãäà m(1)(x̄
4) = 0, ïîëîæèì

w(2) = w(1) +ηx̄4y4 = [0, 3, 0]. Òåïåðü m(2)(x̄
3) = 0, ïîýòîìó âîçüì¼ì w(3) = w(2) +ηx̄3y3 =

[−1, 3, 0]. Íåòðóäíî ïîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé êëàññèôèêàòîð h(x) = sgn ((w(3), x)) =
sgn (3x1 + 1) âåðíî êëàññèôèöèðóåò âûáîðêó XL.

Íåäîñòàòêîì ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå íà ëèíåéíóþ ðàçäåëè-
ìîñòü: â ñëó÷àå å¼ îòñóòñòâèÿ îí ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ. Ïðè ýòîì çàðàíåå ïðîâåðèòü
ëèíåéíóþ ðàçäåëèìîñòü íåëüçÿ, òàê êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî ïîñòðîèâ ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò áîëåå ìîùíûå
àëãîðèòìû, òàêèå êàê ìàøèíà îïîðíûõ âåêòîðîâ (support vector machine èëè SVM).
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