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78-29++ %05*+@)*;=-*/'3 AB<;+@<9+6C 8?B-=D<EF<6 G;+-8 *H5B@2< ) I 5<@< @< I ).,+1;B-+6 78-29++3%&' 4*1H5*B-+B ).0 *J*;*,2+ ?BH*G*? K5<@GB;6/ + );<1H)8/K%L' 4*1H5*B-+B ).0 *J*;*,2+ @< O(nh)

%MNOPQR' @< O(n log n)
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<;>*5+H? YTZ[\< @< O(n log h)
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X ,+1;* H*,B2 ) ).0 *J*;*,2B'%&' 4*1H5*B-+B 2<1<HB;=-.W +@ H*,2+ 2 ).0 ?-\28 @< O(log N)3 %<' ]FB? V21H5B?8?. 78-29++ K8>*;K%&' 4*+12 0B5B1B,B-+B ).0 ?-\2< 1 056?*/ @< O(log N)3 %<' ]FB? V21H5B?8?. 78-29++ K5<11H*6-+B G*

056?*/ @<HB? G)< J+-0*+12< G;6 0*+12< 2*5-B/ %J' ]FB? G)B H*,2+ 0* 5<@-.B 1H*5*-. *H 056?*/ *G-+?
J+-0*+12*?C @<HB? G)< J+-0*+12< G;6 0*+12< 2*5-B/%&' ^FB *G+- ?BH*G G;6 0*+12< V21H5B?8?*)_ 45BG0*G1,BH @< O(n)

X ?<11+) 8>;*) 1H*5*- ?-\2<C @<HB? G)<
J+-0*+12< 0* VH*?8 ?<11+)83%L' A<@GB;B-+B ?-\2*) 056?*/ `0*+12 G)8W J;+a</D+W H*,B23 b<O(n2)3 b<O(n log n)3 456?<6 <)H*?<H+,B12+0*;8,<BH16 ?<21 8G<;B--*/ *H ?-\2*)3%L' 4B5B1B,B-+B G)8W ).0 ?-\2*) @< O(n)3 4B5B1B,B-+B G)8W 5<@G8H.W -< R

).0 ?-\2*) @< O(n)3�� !"# c%&' 45*)B52< 05+-<G;Ba-*1H+ H*,2+ ?-*>*82*;=-+28 @< O(log N)
1 05BG0*G1,BH*? @< O(n)%L' 4*+12 5<11H*6-+6 *H H*,2+ G* ?-*>*8>*;=-+2<3%L' 4B5B1B,B-+B G)8W -B).082;.W ?-*>*8>*;=-+2*) @< O(N2 log N)
%0;<-<5-./ >5<7'%L' dJeBG+-B-+B G)8W -B).082;.W ?-*>*8>*;=-+2*) @< O(N2 log N)
%0;<-<5-./ >5<7'%&' A<@J+B-+B 0;<-<5-*>* >5<7< -< >5<-+3%L' 4B5B1B,B-+B +;+ *JeBG+-B-+B G)8W -B).082;.W ?-*>*8>*;=-+2*) +;+ N 258>*) @< O(N3 log N)

?BH*G*?
12<-+58EFB/ 056?*/3%&' 4*+12 ?<21 *258a-*1H+C 2*H*58E ?*a-* )0+1<H= ) -B).0 ?-\2 @< O(N3 log Max)%L' 4*+12 ?<21 *258a-*1H+C 2*H*58E ?*a-* )0+1<H= ) ).0 ?-\2 @< O(N log N)%&' ABDB-+B @<G<,< Kd1)BFB-+BK
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%1H5*>*B + -B1H5*>*B 5<@GB;B-+6'3%&' (+<>5<??. g*5*-*>* @< O(n2)

%*05BGB;B-+BC 0*1H5*B-+BC G*2\)*'3%&' h**5G+-<H. ) J<@+1B3 ]W -<W*aGB-+B3 i+;< *5H*-*5?+5*)<--*>* J<@+1<3%j' d5H*><-<;+@<9+6 k5<??<\l?+GH< @< O(n3) m 0*1;BG8EF+? 05+?B-B-+B? 0*;8,B--*>* J<@+1< @< O(n2)%L' ABDB-+B @<G<,+_ ;Ba+H ;+ H*,2< ) 0<5<;;B;B0+0BGB ) N \?B5-*? 05*1H5<-1H)B3%L' (*J<);B-+B )B2H*5< ) -<J*5 ;+-B/-* -B@<)+1?.W @< O(n2)%&' dJ5<FB-+B ?<H5+9. @< O(n3)�� !"# n%L' 4<5*1*,BH<-+B ) -BG)8G*;=-*? >5<7B 1 0*?*F=E 1a<H+6 1*9)BH+/ %-B,BH-.W 9+2;*)'%j' AB<;+@<9+6 @< O(n3)%&' A<-G*?+@+5*)<<--.B <;>*5+H?. 0*1H5*B-+6 0<5*1*,BH<-+6 %)B51++ 1 5<@GB;B-+B? -< G*;+ @<5<-BB + 0*
W*G8'%j' 4*1H5*B-+B (+<>5<??. g*5*-*>* @< O(n log n)

?BH*G*? 0<5<J*;%L' ABDB-+B @<G<, * 0*1H5*B-+B ?+- *1H*)-*>* GB5B)< -< 0;*12*1H+ G;6 n
H*,B2 + 0*+12B J;+a<D+W H*,B2 )

opQ[Z 1 0*?*F=E G+<>5<??. g*5*-*>*3%L' q;>*5+H? rZstUN[\< G;6 0*1H5*B-+6 ).0 *J*;*,2+ *H ?-\2< @< O(n)�� !"# u%&' v<21 0<51*,C ?+- 2*-H5 ?-\)*C ?<2m -B@<)+1+?*B ?-\)*C ?+- 5BJB5-*B 0*25.H+B%L' h<2+B 5BJ5< ?*>8HC -B ?*>8HC G*;a-. ;Ba<H= ) 0<5*1*,BH<-++ @< O(m)C B1;+ 8 -<1 8aB B1H= 2<2*B\H*?<21 0<5*1*,BH<-+B%&' (*?+-*D2+ 100× 100
%0<51*,C a<G-<6 J<@<'3 4*25.H= >5+G 1 G.52<?+ ?+- ,+1;*? 1H5*2\1H*;J9*) %?+-

2*-H5 ?-*aB1H)*C >GB 5BJ5< X 2;BH2+'%L' w</H+ ?+- 0* )B18 0<51*, %)B1< @<G<-. ) *G-*/ G*;BC ) )B5D+-<W'3 w</H+ ?+- 0* )B18 0<51*, %)B1<
@<G<-. ) *JB+W G*;6WC ) )B5D+-<W'%&' b<G<,< 05* 5<2BH. @< O(nm3 log)

1 J+-0*+12*? + 05*1H* @< O(nm3)�� !"# x%&' v+-+?<;=-*B 0*25.H+B <9+2;+,-*>* >5<7< 9B06?+3%L' :B*5B?< (+;)*5H<3 v<21+?<;=-<6 <-H+9B0= ) <9+2;+,-*? >5<7B3
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1H5*2 1 0*?*F=E %<' 1873 ?<11+)< %J' 1873 GB5B)=B)
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%L' q;>*5+H? (+-+9.C B>* 125BF+)<-+B 1 ?<1DH<J+5*)<-+B?C )5B?6 5<J*H._ O(V 2 · E)C O(V E log Max)%&' w<W*aGB-+B ?+- 5<@5B@<C ?+- 0* )B18 5<@5B@<C ?+- )B5D+--*>* 5<@5B@<C ?+- 0* )B18 )B5D+--*>* 5<@5B@<3%&' w<W*aGB-+B ?+- 0* )B18 2*-H5*;+58EFB>* ?-\)< + ?<21 0* )B18 -B@<)+1+?*>* ?-\)< ) G)8G*;=-*? >5<7B@< O(flow)%L' b<G<,< 05* ?<H<-<;+@C @<G<,< 05* +-1H58?B-H. + 5<J*H.3%L' 4*H*2 1 -+a-+?+ + )B5W-+?+ 05*0812-.?+ 10*1*J-*1H6?+ 5BJB53 dG-*7<@-./ <;>*5+H? 1 J+-0*+12*?C
G)8W7<@-./ <;>*5+H? JB@ J+-0*+12<3%L' b<G<,< 05* 8G<;B-+B >5<7< @< ?+-+?<;=-8E 1H*+?*1H=C @<G<,< 05* *258>;B-+B ?<H5+9.3%L' b<G<,< 05* k

-B 0B5B1B2<EF+W16 -+ ) 2<2*/ ?*?B-H )5B?B-+ 08HB/3 ABDB-+B 1 J+-0*+12*?C 5BDB-+B @<
O(NMK)�� !"# �%&' �+2; ?+-+?<;=-*>* 15BG-B>* )B1<3 O(V E log MAX)%j' 4*+12 25<H,</DB>* GB5B)< 08HB/3 AB<;+@<9+6 @< O(E log V )%&' i5<)-B-+B 1H5*,B2 1 0*?*F=E WBDB/ -< -B5<)B-1H)*3%L' �)5+1H+2< 4*;;<5G<3%L' i8??< 0* )1B? ,+1;<? *H 1 G* N
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√
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%)' ,+1;* -8;B/
-< 2*-9B x! O(log N)%&' vBH*G w=EH*-< G;6 0*+12< 2*5-6 78-29++3%L' 4*+12 2*5-6 ,+1;< @< O(log log N)

?BH*G*? w=EH*-< %1 G*2<@<HB;=1H)*?'3%&' g.,+1;B-+B +-HB>5<;< 78-29++ -< *H5B@2B G;+-. ε
1 H*,-*1H=E O(ε2)3%L' vBH*G i+?01*-<3 g.,+1;B-+B +-HB>5<;< 78-29++ -< *H5B@2B G;+-. ε

1 H*,-*1H=E O(ε4)3�� !"# $�%L' ��	C *J5<H-*B ��	%L' ��	 1 05*1H.?+ ,+1;<?+%L' ABDB-+B @<G<,+ 05* 0*+12 0*G?<H5+9. ) ?<H5+9B 1 ?+-+?<;=-.? 2)<G5<H+,-.? *H2;*-B-+B? @<
O(n2 log n)%&' (;+--*B GB;B-+B + +@);B,B-+B 2*5-6 @< O(N2)3%L' (;+--*B GB;B-+B + +@);B,B-+B 2*5-6 @< O(N log2 N)3%L' (;+--*B GB;B-+B + +@);B,B-+B 2*5-6 @< O(N log N)

1 0*?*F=E ?BH*G< w=EH*-<3%&' 4*+12 )BFB1H)B--.W 2*5-B/ ?-*>*,;B-< @< O(N2 log MAX)�� !"# $$%L' g.082;<6 *J*;*,2< ) 3D
@< O(n2)%j' g.082;<6 *J*;*,2< ) tD, t > 3

@< O(kn)C >GB k
X ,+1;* H*,B2 ) ).0 *J*;*,2B%&' 
��\GB5B)=6%&' :5+<->8;69+6 ?-*>*8>*;=-+2< @< O(N2)%L' q;>*5+H? 0B5B1B,B-+6 N

0*;80;*12*1HB/ @< O(N log N)
%opQ[Z'3%L' q;>*5+H? 0B5B1B,B-+6 N

0*;80;*12*1HB/ @< O(log N)
-< 2<aG*B 0B5B1B,B-+B %o[sQ[Z'3
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