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Алгоритмы ПАДИИ, осень 2024/25 Практика #1. Асимптотики.

Асимптотики
1. Докажите, что

a) Если 𝑓 = Θ(𝑔), 𝑔 = 𝒪(ℎ), то 𝑓 = 𝒪(ℎ) и 𝑓 ̸= Θ(ℎ).
b) Если 𝑔 = 𝒪(𝑓), ℎ = Θ(𝑓), то 𝑡 = 𝑜(𝑓), то 𝑔 + ℎ+ 𝑡 = Θ(𝑓).

2. Дан код, сколько работает?

1 for (int i = 0; i < n; i++)
2 for (int j = 0; j < i; j++)
3 for (int k = 0; k < j; k++)
4 ;

3. Дан код, сколько работает?

1 for (int i = 1; i < n; i++)
2 for (int j = 0; j < n; j += i)
3 ;

4. Рекурренты

За сколько работает программа, если:

a) 𝑇 (𝑛) = 3𝑇 (𝑛
3
) + 𝑛

b) 𝑇 (𝑛) = 𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛2

c) 𝑇 (𝑛) = 4𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛2

d) 𝑇 (𝑛) = 5𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛

5. Задча про квадраты

Найдите 𝑎, 𝑏 : 𝑎2 + 𝑏2 = 𝑛.

(a) Решите за Θ(𝑛1/2),
(b) избавьтесь от корней.

6. MergeSort без рекурсии

Напишите версия сортировки слиянием без рекурсии.

7. (*) Merge-Sort-Tree

Пусть по ходу рекурсии merge-sort мы сохранили все промежуточные массивы, сколько по-
трачено памяти?

8. (*) InsertionSort rocks

Пусть мы взяли отсортированный массив и 3 раза сделали swap случайной пары элементов,
за сколько работает insertion sort?

9. (*) Merge-Sort-Tree Rocks

Рассмотрим дерево merge-sort-tree, научитесь обрабатывать запрос ⟨𝑥, 𝐿,𝑅⟩.
Выведите все числа ⩽𝑥 на отрезке [𝐿,𝑅] за 𝒪(𝑘 + log 𝑛), где 𝑘 – размер ответа.
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Алгоритмы ПАДИИ, осень 2024/25 Практика #1. Асимптотики.

Разбор задач практики
1. Докажите, что

1. 𝑓 = Θ(𝑔) ⇒ ∃𝑁1, 𝐶0, 𝐶1 : ∀𝑛 ⩾ 𝑁1 𝐶0𝑔(𝑛) ⩽ 𝑓(𝑛) ⩽ 𝐶1𝑔(𝑛)
𝑔 = 𝒪(ℎ) ⇒ ∃𝑁2, 𝐶2 : ∀𝑛 ⩾ 𝑁2 𝑔(𝑛) ⩽ 𝐶2ℎ(𝑛)

⇒ ∀𝑛 ⩾ max(𝑁1, 𝑁2)𝑓(𝑛) ⩽ 𝐶1𝐶2ℎ(𝑛) ⇒ 𝑓 = 𝒪(ℎ).

2. 𝑔 = 𝒪(𝑓) ⇒ ∃𝐶 > 0: 𝑔 ⩾ 𝐶 · 𝑓
ℎ = Θ(𝑓) ⇒ ∃𝐶1, 𝐶2 > 0: 𝐶1 · 𝑓 ⩽ ℎ ⩽ 𝐶2 · 𝑓
𝑡 = 𝑜(𝑓) ⇒ ∀𝐶 > 0: 𝑡 ⩽ 𝐶 · 𝑓 , возьмём 𝐶 = 1 ⇒

(0 + 𝐶1 + 0) · 𝑓 ⩽ 𝑔 + ℎ+ 𝑡 ⩽ (𝐶 + 𝐶2 + 1) · 𝑓

2. Дан код, сколько работает?

За Θ(𝑛3): точно не больше 𝑛3, точно не меньше
(︀
𝑛
3

)︀3
(учитываем только 0 ⩽ 𝑘 < 𝑛

3
⩽ 𝑗 < 2𝑛

3
⩽ 𝑖 < 𝑛).

3. Дан код, сколько работает?

𝑇 (𝑛) =
∑︀

𝑖
𝑛
𝑖
= 𝑛 ·

∑︀
𝑖
1
𝑖
= 𝑛 ·Θ(log 𝑛) = Θ(𝑛 log 𝑛).

Почему log 𝑛? См. конспект ПМИ.
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Алгоритмы ПАДИИ, осень 2024/25 Практика #1. Асимптотики.

Домашнее задание

1. (2+2) Докажите
Рассмотрим код.

1 for (int i = 1; i < n; i *= 2)
2 for (int j = 1; j < i; j++)
3 f(n, i, j);

Здесь 𝑓 – какая-то функция, работающая за время Θ(𝑛𝑘).
a) Оцените время работы, зависимость от 𝑛.
b) Докажите время работы формально через определения.

3.1. Дополнительная часть

1. (2) Рекуррентные соотношения

Оцените асимптотику: 𝑇 (𝑛) = 𝑛𝑇 (𝑛
2
) + 𝑛, 𝑇 (1) = 1.
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