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Фибоначчи

Что плохо в этом решении?
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Фибоначчи

Что плохо в этом решении?
Одно и то же значение вычисляется много раз
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Фибоначчи

Что плохо в этом решении?
Одно и то же значение вычисляется много раз

Какие идеи по исправлению?
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Фибоначчи

Давайте хранить уже посчитанные 

значения в массиве
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Фибоначчи

6



Пример динамики имемоизации
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Приведенный здесь пример показывает:
● мы можем считать маленькие части и приходить через них к 

ответу: f(n) = f(n-1) + f(n-2)
● мы можем запоминать ответы, чтобы быстрее их находить в 

дальнейшем



Динамическое программирование
Динамическое программирование — это когда у нас есть задача, 

которую непонятно как решать, и мы разбиваем ее на меньшие задачи, 

которые тоже непонятно как решать. 

      (с) А.Кумок
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Динамическое программирование
Динамическое программирование – математическая индукция на языке 

алгоритмов

Проведем некоторые аналогии:

Мат. Индукция   Динамика

База     Инициализация (заполнение 

     массива динамики базовыми 

     значениями

Переход    Вычисление следующего 

     значения, основываясь на 

     предыдущих
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Динамическое программирование
План действий при решении задачи через ДП:

1. Понять, как разделить свою задачу на маленькие подзадачи

2. Выразить свое решение через решение подзадач

3. Выразить динамику своего решения формульно

4. Реализовать полученное решение, заведя массив, в котором хранятся 

ответы для подзадач

5. В полученном массиве динамики определить ячейку, где хранится 

итоговый ответ
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Задача о рюкзаке
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Задача о рюкзаке
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N - количество предметов
W - вместимость рюкзака
w_i - вес i-ой вещи
p_i - стоимость i-ой вещи

Хотим собрать рюкзак большей 
стоимости с весом не более чем W

Иначе, хотим найти 

b_i, i=1..N, b_i - 0/1: 
sum(b_i * p_i) - max, 
sum(b_i * w_i) <= W



Задача о рюкзаке
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N - количество предметов, W - вместимость рюкзака, w_i - вес i-ой вещи, p_i - стоимость i-ой вещи
Хотим собрать рюкзак большей стоимости с весом не более чем W
Иначе хотим найти b_i, i=1..N, b_i - 0/1: sum(b_i * p_i) - max, sum(b_i * w_i) <= W

A(k,s) - максимальная стоимость предметов, которые можно уложить в рюкзак вместимости s, если 

можно использовать только первые k предметов

A(k,0)=0, A(0,s)=0



Задача о рюкзаке
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1. k-ый предмет не попал в рюкзак => A(k, s) = A(k-1,s)

2. попал => A(k,s) = A(k-1, s-w_k) + p_k

Итого:



Задача о рюкзаке
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Задача о рюкзаке
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Задача о рюкзаке

17



Задача о рюкзаке
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Задача о рюкзаке
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Задача о рюкзаке
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Задача о рюкзаке
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Задача о рюкзаке
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Задача о рюкзаке
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Как найти элементы, которые 
будут включены в ответ?



Задача о рюкзаке
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Рекурсия



Задача о рюкзаке. Восстановление
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Задача о рюкзаке. Восстановление

26



Задача о рюкзаке. Восстановление
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Задача о рюкзаке. Восстановление
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Задача о рюкзаке. Асимптотика
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По времени: ?



Задача о рюкзаке. Асимптотика
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По времени: O(WN)

По памяти: ?



Задача о рюкзаке. Асимптотика
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По времени: O(WN)

По памяти: O(WN)



Наибольшая возрастающая подпоследовательность
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5 4 1 2 5 3 6 7 10 9 3 4 5 2 1 5 7
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d_i – что будем хранить в массиве динамики?

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

5 4 1 2 5 3 6 7
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5 4 1 2 5 3 6 7

d_i – массив длин НВП, заканчивающихся в позиции i

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 3 3 4 5

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i – массив длин НВП, заканчивающихся в позиции i

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i – массив длин НВП, заканчивающихся в позиции i

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i – массив длин НВП, заканчивающихся в позиции i

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i – массив длин НВП, заканчивающихся в позиции i

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i – массив длин НВП, заканчивающихся в позиции i

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i – массив длин НВП, заканчивающихся в позиции i

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 3

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i – массив длин НВП, заканчивающихся в позиции i

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 3 3

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i – массив длин НВП, заканчивающихся в позиции i

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 3 3 4

5 4 1 2 5 3 6 7
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Как восстановить ответ?

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 3 3 4 5

5 4 1 2 5 3 6 7
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Как восстановить ответ?
Хранить массив prev, где каждый элемент – индекс, по 

которому мы пришли в текущий индекс

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1

5 4 1 2 5 3 6 7

-1
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Как восстановить ответ?
Хранить массив prev, где каждый элемент – индекс, по 

которому мы пришли в текущий индекс

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1

5 4 1 2 5 3 6 7

-1 -1
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Как восстановить ответ?
Хранить массив prev, где каждый элемент – индекс, по 

которому мы пришли в текущий индекс

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1

5 4 1 2 5 3 6 7

-1 -1 -1
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Как восстановить ответ?
Хранить массив prev, где каждый элемент – индекс, по 

которому мы пришли в текущий индекс

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2

5 4 1 2 5 3 6 7

-1 -1 -1
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Как восстановить ответ?
Хранить массив prev, где каждый элемент – индекс, по 

которому мы пришли в текущий индекс

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 3

5 4 1 2 5 3 6 7

-1 -1 -1 2
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Как восстановить ответ?
Хранить массив prev, где каждый элемент – индекс, по 

которому мы пришли в текущий индекс

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 3 3

5 4 1 2 5 3 6 7

-1 -1 -1 2 3
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Как восстановить ответ?
Хранить массив prev, где каждый элемент – индекс, по 

которому мы пришли в текущий индекс

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 3 3 4

5 4 1 2 5 3 6 7

-1 -1 -1 2 3 3



51

Как восстановить ответ?
Хранить массив prev, где каждый элемент – индекс, по 

которому мы пришли в текущий индекс

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 3 3 4 5

5 4 1 2 5 3 6 7

-1 -1 -1 2 3 3 5
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Как восстановить ответ?
Хранить массив prev, где каждый элемент – индекс, по 

которому мы пришли в текущий индекс

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 3 3 4 5

5 4 1 2 5 3 6 7

-1 -1 -1 2 3 3 5 6
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Как восстановить ответ?
Теперь умеем ходить по массиву  prev и выводить все 

элементы из финальной последовательности

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 3 3 4 5

5 4 1 2 5 3 6 7

-1 -1 -1 2 3 3 5 6
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Как восстановить ответ?
Теперь умеем ходить по массиву  prev и выводить все 

элементы из финальной последовательности

Наибольшая возрастающая подпоследовательность

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 3 3 4 5

5 4 1 2 5 3 6 7

-1 -1 -1 2 3 3 5 6

За сколько работает такой алгоритм?
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Время работы - O(n^2)

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 
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Время работы - O(n^2)

Как сделать быстрее?

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 
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Время работы - O(n^2)

Как сделать быстрее?

Поменять динамику

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 
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5 4 1 2 5 3 6 7

d_i - ?

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

5 4 1 2 5 3 6 7
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5 4 1 2 5 3 6 7

d_i - массив чисел, на которые кончаются НВП длины i
если таких чисел несколько - min из них

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i - массив чисел, на которые кончаются НВП длины i
если таких чисел несколько - min из них

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 5 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i - массив чисел, на которые кончаются НВП длины i
если таких чисел несколько - min из них

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 4 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i - массив чисел, на которые кончаются НВП длины i
если таких чисел несколько - min из них

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i - массив чисел, на которые кончаются НВП длины i
если таких чисел несколько - min из них

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i - массив чисел, на которые кончаются НВП длины i
если таких чисел несколько - min из них

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 5 ∞ ∞ ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i - массив чисел, на которые кончаются НВП длины i
если таких чисел несколько - min из них

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 3 ∞ ∞ ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i - массив чисел, на которые кончаются НВП длины i
если таких чисел несколько - min из них

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 3 6 ∞ ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7



67

d_i - массив чисел, на которые кончаются НВП длины i
если таких чисел несколько - min из них

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 3 6 7 ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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d_i - массив чисел, на которые кончаются НВП длины i
если таких чисел несколько - min из них

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 3 6 7 ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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Чем это быстрее?
d[i-1] <= d[i], обновляем только один элемент

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 3 6 7 ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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Чем это быстрее?
d[i-1] <= d[i], обновляем только один элемент

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 3 6 7 ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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Чем это быстрее?
d[i-1] <= d[i], обновляем только один элемент

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 3 6 7 ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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Чем это быстрее?
d[i-1] <= d[i], обновляем только один элемент

Можем использовать бинпоиск для поиска самого 
правого элемента меньше нашего

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 3 6 7 ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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Чем это быстрее?
d[i-1] <= d[i], обновляем только один элемент

Можем использовать бинпоиск для поиска самого 
правого элемента меньше нашего

Время работы: ???

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 3 6 7 ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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Чем это быстрее?
d[i-1] <= d[i], обновляем только один элемент

Можем использовать бинпоиск для поиска самого 
правого элемента меньше нашего

Время работы: O(NlogN)

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 3 6 7 ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7
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Чем это быстрее?
d[i-1] <= d[i], обновляем только один элемент

Как восстановить ответ?

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 3 6 7 ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7



76

Чем это быстрее?
d[i-1] <= d[i], обновляем только один элемент

Восстановление ответа по тому же принципу, что и в 
первом решении

Наибольшая возрастающая подпоследовательность 

0 1 2 3 4 5 6 7

х 1 2 3 6 7 ∞ ∞ 

5 4 1 2 5 3 6 7

-1 -1 -1 2 3 3 4 5
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Наибольшая возрастающая подпоследовательность 
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