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Лекция 1
Тема: Теория графов
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Базовые определения и 
понятия теории графов



Введение в теорию графов 
Опр Граф 𝑮	(𝑽, 𝑬)	— множество вершин (vertices, nodes, points) 𝑽  и множество ребер 
𝑬, такое, что 

	 𝑬 

является подмножеством множества двухэлементных подмножеств множества 𝑉 
(для неориентированного Undirected графа) 
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Опр Ребро (edge)— неупорядоченная пара {𝒖, 𝒗},	где 𝒖 и 𝒗 принадлежат 
V  (для неориентированного графа) 



Опр	 𝒙— ребро с концами 𝑢 и 𝑣, {𝑢, 𝑣},	тогда 𝒙	инцидентно 𝑢 и 𝑣 и 𝑢 и 𝑣 
инцидентны	 𝒙
(Incident)
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Ребро инцидентно своим вершинам
Вершины инцидентны своему ребру 
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Adjacent – СМЕЖНОСТЬ 
Опр вершины 𝑢 и 𝑣 называются смежными , если являются концами 
одного ребра 
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Введение в теорию графов 
Опр Граф 𝐺	(𝑉, 𝐸)	— множество вершин (vertices, nodes, points) 𝑉 и множество ребер 𝐸, такое, что 

	 𝐸 

является подмножеством множества двухэлементных подмножеств множества 𝑉 
(для неориентированного Undirected графа) 

Опр Ребро (edge)— неупорядоченная пара {𝑢, 𝑣},	где 𝑢 и 𝑣 принадлежат 𝑉 (для неориентированного графа) 

Опр 𝑥	— ребро с концами 𝑢 и 𝑣, {𝑢, 𝑣},	тогда 𝑥	инцидентно 𝑢 и 𝑣 и 𝑢 и 𝑣 инцидентны 𝑥	
Incident

Опр вершины 𝑢 и 𝑣 называются смежными, если являются концами одного ребра 
ребра 𝑥 и 𝑦 называются смежными, если имеют общую вершину

Adjacent



Развиваем понятия



Основные определения
Опр Кратные ребра (параллельные) Multiple 
edges— несколько ребер, соединяющие одни и те 
же вершины
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Основные определения
Опр Кратные ребра (параллельные) Multiple edges— несколько ребер, 
соединяющие одни и те же вершины

Опр Петля Loop— ребро, соединяющее вершину саму с собой

Опр Висячая Pendant вершина — вершина, в которую вдет только одно 
ребро, которое в свою очередь называется висячим

Опр Изолированная Isolated вершина — вершина без петель и она не 
является концом ни одного из ребер



Классификация графов 
(часть 1)
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Ориентированный граф 
Directed graph or Digraph
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Степень вершины ОРИЕНТИРОВАННОГО графа

Опр Степень входа вершины —                            
 — сколько дуг входит в вершину
Indegree
Опр Степень исхода вершины —                              — сколько дуг 
выходит из вершины
Outdegree
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СТОК  и  ИСТОК



Степень вершины
Опр Степень Degree вершины в неориентированном графе 𝐺(𝑉, 𝐸)	 — число 
ребер, инцидентных этой вершине

Опр Степень входа вершины —                             — сколько дуг входит в вершину
Indegree
Опр Степень исхода вершины —                              — сколько дуг выходит из вершины
Outdegree



Лемма о рукопожатиях 
Handshaking lemma

Лемма (о рукопожатиях)
 
1. Неориентированный граф 
Сумма степеней всех вершин графа — четное число, равно удвоенному 
числу ребер графа
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Следствие 
Произвольный граф содержит четное число вершин нечетной 
степени
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Лемма о рукопожатиях
Лемма 
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Proof
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СПОСОБЫ ЗАДАТЬ 
ГРАФ



Способы задать граф
1 - Диаграмма
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Способы задать граф
2 - Список смежности Adjacency list
(удобны для разреженных sparse графов)

Сумма длин всех списков: 

Недостаток:
сложно определить наличие конкретного ребра (требуется поиск по списку) 



Способы представления графа: Матрица 
смежности
Adjacency matrix
Решение проблемы быстрого нахождения определенного ребра 
графа
Матрица смежности
(удобны для плотных графов) 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число ребер, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉". (неориентир)

(ориентированный):  𝒂𝒊𝒋 = 1, если из  𝑉! 	 и 𝑉"  идет дуга, иначе 0! 
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Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число ребер, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉". (неориентир)

Свойства матрицы смежности: 
1) В простом графе — бинарна  (0/1) 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число ребер, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉". (неориентир)

Свойства матрицы смежности: 
1) В простом графе — бинарна  (0/1) 
2) В простом графе — главная диагональ 

из нулей



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число ребер, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉". (неориентир)

Свойства матрицы смежности: 
1) В простом графе — бинарна  (0/1) 
2) В простом графе — главная диагональ 

из нулей 
3) Для неориентированного — 

симметрична относительно главной 
диагонали 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число ребер, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉". (неориентир)

Свойства матрицы смежности: 
1) В простом графе — бинарна  (0/1) 
2) В простом графе — главная диагональ 

из нулей 
3) Для неориентированного — 

симметрична относительно главной 
диагонали 

4) Для неориентированного: можно 
хранить только все что включает и выше 
главной диагонали 



Матрица смежности неориентированного графа



Матрица смежности неориентированного графа
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Матрица смежности неориентированного графа
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Матрица смежности неориентированного графа

• Если 𝑖	 = 	𝑗, то в неориентированном 
графе петля учитывается дважды, 

• В неор. графе кратные ребра  кратно 
увеличивают в симметричных ячейка 
значения (𝑖, 𝑗) и (𝑗, 𝑖) 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число исходящих дуг, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉":	
𝒂𝒊𝒋 = 1, если из  𝑉! 	 и 𝑉"  идет дуга, иначе 0! 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число исходящих дуг, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉":	
𝒂𝒊𝒋 = 1, если из  𝑉! 	 и 𝑉"  идет дуга, иначе 0! 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число исходящих дуг, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉":	
𝒂𝒊𝒋 = 1, если из  𝑉! 	 и 𝑉"  идет дуга, иначе 0! 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число исходящих дуг, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉":	
𝒂𝒊𝒋 = 1, если из  𝑉! 	 и 𝑉"  идет дуга, иначе 0! 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число исходящих дуг, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉":	
𝒂𝒊𝒋 = 1, если из  𝑉! 	 и 𝑉"  идет дуга, иначе 0! 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число исходящих дуг, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉":	
𝒂𝒊𝒋 = 1, если из  𝑉! 	 и 𝑉"  идет дуга, иначе 0! 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число исходящих дуг, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉":	
𝒂𝒊𝒋 = 1, если из  𝑉! 	 и 𝑉"  идет дуга, иначе 0! 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число исходящих дуг, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉":	
𝒂𝒊𝒋 = 1, если из  𝑉! 	 и 𝑉"  идет дуга, иначе 0! 

Свойства матрицы смежности: 
1) В простом графе — бинарна  (0/1) 
2) В простом графе — главная диагональ 

из нулей 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число исходящих дуг, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉":	
𝒂𝒊𝒋 = 1, если из  𝑉! 	 и 𝑉"  идет дуга, иначе 0! 

Свойства матрицы смежности: 
1) В простом графе — бинарна  (0/1) 
2) В простом графе — главная диагональ 

из нулей 
3) Для ориентированного — сумма 

элементов 𝑖-ой строки равна степени 
исхода из вершины 𝑖, сумма элементов 
𝑗-го столбца равна степени входа в 
вершину 𝑗



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число исходящих дуг, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉":	
𝒂𝒊𝒋 = 1, если из  𝑉! 	 и 𝑉"  идет дуга, иначе 0! 

Свойства матрицы смежности: 
1) В простом графе — бинарна  (0/1) 
2) В простом графе — главная диагональ 

из нулей 
3) Для ориентированного — сумма 

элементов 𝑖-ой строки равна степени 
исхода из вершины 𝑖, сумма элементов 
𝑗-го столбца равна степени входа в 
вершину 𝑗



Матрица смежности ориентированного графа
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Матрица смежности ориентированного графа

• Если 𝑖	 = 	𝑗, то в ориентированном 
графе петля учитывается единожды, 

• В ор. графе кратные дуги   кратно 
увеличивают в ячейке (𝑖, 𝑗) значения



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Опр Матрица смежности — матрица 𝑨 	𝑽𝒙𝑽	 ,	в которой в ячейке 𝒂𝒊𝒋
записано число ребер, соединяющих вершины 𝑉! 	 и 𝑉". (неориентир)
(ориентированный):  𝒂𝒊𝒋 = 1, если из  𝑉! 	 и 𝑉"  идет дуга, иначе 0! 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Решение проблемы быстрого нахождения определенного ребра графа
Матрица смежности
(удобны для плотных графов) 

Опр Матрица смежности — матрица 𝐴[𝑉𝑥𝑉],	в которой в ячейке 𝑎2! записано число ребер,

соединяющих вершины 𝑉!и 𝑉". 
Если 𝑖	 = 	𝑗, то в неориентированном графе петля учитывается дважды, в ориентированном — единожды.

Для неориентированного: можно хранить только все что включает и выше главной диагонали 



Способы представления графа: Матрица смежности
Adjacency matrix

Свойства матрицы смежности: 
1) В простом графе — бинарна 
2) В простом графе — главная диагональ из нулей 
3) Для неориентированного — симметрична относительно главной диагонали 
4) Для ориентированного — сумма элементов 𝑖-ой строки равна степени исхода из вершины 𝑖, сумма 

элементов 𝑗-го столбца равна степени входа в вершину 𝑗



Важное определение



Взвешенный граф
Опр Взвешенный граф — граф с весами на ребрах / дугах 
Weighted graph or a Network
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Взвешенный граф
Опр Взвешенный граф — граф с весами на ребрах / дугах 
Weighted graph or a Network

Взвешенные графы: 
вместо 𝟏 хранит вес ребра, 
вместо 0	— 	𝑛𝑢𝑙𝑙



Взвешенный граф
Опр Взвешенный граф — граф с весами на ребрах / дугах 
Weighted graph or a Network

Взвешенные графы: 
вместо 𝟏 хранит вес ребра, 
вместо 0	— 	𝑛𝑢𝑙𝑙



Взвешенный граф
Опр Взвешенный граф — граф с весами на ребрах / дугах 
Weighted graph or a Network

Взвешенные графы: 
вместо 𝟏 хранит вес ребра, 
вместо 0	— 	𝑛𝑢𝑙𝑙



МАТРИЦА 
ИНЦИДЕНТНОСТИ



Способы представления графа: Матрица инцидентности
Incidence matrix
Матрица инцидентности Для простоты описания кратных ребер, 
петель 

Опр Матрица инцидентности (для неориентированного графа) — 
матрица 𝑰 размера |𝑽|×|𝑬|, для которой
𝑰𝒊𝒋 = 𝟏, если вершина 𝑣! инцидентна ребру 𝑒", иначе 𝑰𝒊𝒋 = 𝟎

Опр Матрица инцидентности (для ориентированного графа) — 
матрица 𝑰 размера |𝑽|𝒙|𝑬|, для которой 
𝑰𝒊𝒋 = 𝟏, если вершина 𝑣! начало дуги 𝑒" , 𝑰𝒊𝒋 = −𝟏, если вершина
𝑣! 	конец дуги 𝑒", иначе 𝑰𝒊𝒋 = 𝟎



Опр Матрица инцидентности (для неориентированного графа) — 
матрица 𝑰 размера |𝑽|×|𝑬|, для которой
𝑰𝒊𝒋 = 𝟏, если вершина 𝑣! инцидентна ребру 𝑒", иначе 𝑰𝒊𝒋 = 𝟎

Опр Матрица инцидентности (для ориентированного графа) — 
матрица 𝑰 размера |𝑽|𝒙|𝑬|, для которой 
𝑰𝒊𝒋 = 𝟏, если вершина 𝑣! начало дуги 𝑒", 𝑰𝒊𝒋 = −𝟏, если вершина
𝑣! 	конец дуги 𝑒", иначе 𝑰𝒊𝒋 = 𝟎



Опр Матрица инцидентности (для неориентированного графа) — 
матрица 𝑰 размера |𝑽|×|𝑬|, для которой
𝑰𝒊𝒋 = 𝟏, если вершина 𝑣! инцидентна ребру 𝑒", иначе 𝑰𝒊𝒋 = 𝟎

Опр Матрица инцидентности (для ориентированного графа) — 
матрица 𝑰 размера |𝑽|𝒙|𝑬|, для которой 
𝑰𝒊𝒋 = 𝟏, если вершина 𝑣! начало дуги 𝑒", 𝑰𝒊𝒋 = −𝟏, если вершина
𝑣! 	конец дуги 𝑒", иначе 𝑰𝒊𝒋 = 𝟎



Способы представления графа: Матрица инцидентности
Incidence matrix

Матрица инцидентности Для простоты описания кратных ребер, петель 

Опр Матрица инцидентности (для неориентированного графа) — матрица 𝐼 размера |𝑉|×|𝐸|, для которой

𝐼!! = 1, если вершина 𝑣! инцидентна ребру 𝑒", иначе 𝐼!! = 0

Опр Матрица инцидентности (для ориентированного графа) — матрица 𝐼 размера |𝑉|𝑥|𝐸|, для которой 

𝐼!! = 1, если вершина 𝑣! начало дуги 𝑒", 𝐼!! = −1, если вершина 𝑣! конец дуги 𝑒", иначе 𝐼!! = 0



Способы представления графа: Матрица инцидентности
Incidence matrix

Матрица инцидентности Для простоты описания кратных ребер, петель 

Опр Матрица инцидентности (для неориентированного графа) — матрица 𝐼 размера |𝑉|×|𝐸|, для которой

𝐼!! = 1, если вершина 𝑣! инцидентна ребру 𝑒", иначе 𝐼!! = 0

Опр Матрица инцидентности (для ориентированного графа) — матрица 𝐼 размера |𝑉|𝑥|𝐸|, для которой 

𝐼!! = 1, если вершина 𝑣! начало дуги 𝑒", 𝐼!! = −1, если вершина 𝑣! конец дуги 𝑒", иначе 𝐼!! = 0



Способы представления графа: Матрица инцидентности
Incidence matrix

Матрица инцидентности Для простоты описания кратных ребер, петель 

Опр Матрица инцидентности (для неориентированного графа) — матрица 𝐼 размера |𝑉|×|𝐸|, для которой

𝐼!! = 1, если вершина 𝑣! инцидентна ребру 𝑒", иначе 𝐼!! = 0

Опр Матрица инцидентности (для ориентированного графа) — матрица 𝐼 размера |𝑉|𝑥|𝐸|, для которой 

𝐼!! = 1, если вершина 𝑣! начало дуги 𝑒", 𝐼!! = −1, если вершина 𝑣! конец дуги 𝑒", иначе 𝐼!! = 0



Способы представления графа: Матрица инцидентности
Incidence matrix

Матрица инцидентности Для простоты описания кратных ребер, петель 

Опр Матрица инцидентности (для неориентированного графа) — матрица 𝐼 размера |𝑉|×|𝐸|, для которой

𝐼!! = 1, если вершина 𝑣! инцидентна ребру 𝑒", иначе 𝐼!! = 0

Опр Матрица инцидентности (для ориентированного графа) — матрица 𝐼 размера |𝑉|𝑥|𝐸|, для которой 

𝐼!! = 1, если вершина 𝑣! начало дуги 𝑒", 𝐼!! = −1, если вершина 𝑣! конец дуги 𝑒", иначе 𝐼!! = 0



Способы представления графа: Матрица инцидентности
Incidence matrix

Матрица инцидентности Для простоты описания кратных ребер, петель 

Опр Матрица инцидентности (для неориентированного графа) — матрица 𝐼 размера |𝑉|×|𝐸|, для которой

𝐼!! = 1, если вершина 𝑣! инцидентна ребру 𝑒", иначе 𝐼!! = 0

Опр Матрица инцидентности (для ориентированного графа) — матрица 𝐼 размера |𝑉|𝑥|𝐸|, для которой 

𝐼!! = 1, если вершина 𝑣! начало дуги 𝑒", 𝐼!! = −1, если вершина 𝑣! конец дуги 𝑒", иначе 𝐼!! = 0



Способы представления графа: Матрица инцидентности
Incidence matrix

Матрица инцидентности Для простоты описания кратных ребер, петель 

Опр Матрица инцидентности (для неориентированного графа) — матрица 𝐼 размера |𝑉|×|𝐸|, для которой

𝐼!! = 1, если вершина 𝑣! инцидентна ребру 𝑒", иначе 𝐼!! = 0

Опр Матрица инцидентности (для ориентированного графа) — матрица 𝐼 размера |𝑉|𝑥|𝐸|, для которой 

𝐼!! = 1, если вершина 𝑣! начало дуги 𝑒", 𝐼!! = −1, если вершина 𝑣! конец дуги 𝑒", иначе 𝐼!! = 0



Способы представления графа: Матрица инцидентности
Incidence matrix

Свойства матрицы инциденций: 
1) В простом графе — бинарна 
2) Для неориентированного — сумма элементов 𝑖-ой строки равна степени вершины 
3) Количество столбцов = количество рёбер
Взвешенные графы: вместо 𝟏 и -1 хранит вес ребра / дуги
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Пути и циклы
Опр Путь (маршрут) Walk — последовательность вида 
         где 
         и k - длина пути (число ребер в нем)

Опр Цепь Trail — путь без повторяющихся ребер 

Опр Простая цепь Path— цепь без повторяющихся вершин (а следовательно и ребер)

Опр Замкнутый путь Closed walk — начало и конец пути совпадают (Открытый в противном случае) 

Опр Цикл Circuit — замкнутая цепь 

Опр Простой цикл Cycle — замкнутая простая цепь 𝑛 ≥ 3

Опр Реберно-простой путь — путь, в котором каждое из ребер графа встречается не более одного раза = цепь
Вершинно-простой путь — путь, в котором каждая из вершин графа встречается не более одного раза = простая цепь
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Полнота, регулярность и операции над графами
Опр Дополнение графа до полного — добавляет в исходный граф ребра до полного и удаляет ребра исходного
Complement or inverse

Опр Объединение графов 𝐺(𝑉, 𝐸)	и 𝐺′(𝑉′, 𝐸′)	— объединяет множества вершин и ребер этих графов

Опр Пересечение графов 𝐺(𝑉, 𝐸)	и	𝐺′(𝑉′, 𝐸′)	— пересекает множества вершин и ребер этих графов


