
Динамическое
программирование

13.12.2022
ИТМО ИС

1



Задача о редакционном расстоянии

2

ПОЛЕНО

ПЛЕМЯ



Задача о редакционном расстоянии

3

ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО



Задача о редакционном расстоянии
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Задача: Имеем два слова. Хотим из первого получить второе. 

Можем делать три операции: удалять букву, вставлять букву, изменять букву.
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Задача: Имеем два слова. Хотим из первого получить второе. 

Можем делать три операции: удалять букву, вставлять букву, изменять букву.
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Задача: Имеем два слова. Хотим из первого получить второе. 

Можем делать три операции: удалять букву, вставлять букву, изменять букву.

Будем пользоваться принципом оптимальности на префиксе: 

сколько надо сделать изменений, чтобы получить из префикса первого 

слова префикс второго?



Задача о редакционном расстоянии

7

ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Задача: Имеем два слова. Хотим из первого получить второе. 

Можем делать три операции: удалять букву, вставлять букву, изменять букву.

Будем пользоваться принципом оптимальности на префиксе: 

сколько надо сделать изменений, чтобы получить из префикса первого 

слова префикс второго?

Что тогда будем хранить в d[i][j]?
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Задача: Имеем два слова. Хотим из первого получить второе. 

Можем делать три операции: удалять букву, вставлять букву, изменять букву.

Будем пользоваться принципом оптимальности на префиксе: 

сколько надо сделать изменений, чтобы получить из префикса первого 

слова префикс второго?

d[i][j] – стоимость получения из префикса длины i первого слова префикс 

длины j второго слова
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Будем пользоваться принципом оптимальности на префиксе: 

сколько надо сделать изменений, чтобы получить из префикса первого 

слова префикс второго?

d[i][j] – стоимость получения из префикса длины i первого слова префикс 

длины j второго слова
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Будем пользоваться принципом оптимальности на префиксе: 

сколько надо сделать изменений, чтобы получить из префикса первого 

слова префикс второго?

d[i][j] – стоимость получения из префикса длины i первого слова префикс 

длины j второго слова
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Будем пользоваться принципом оптимальности на префиксе: 

сколько надо сделать изменений, чтобы получить из префикса первого 

слова префикс второго?

d[i][j] – стоимость получения из префикса длины i первого слова префикс 

длины j второго слова
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Будем пользоваться принципом оптимальности на префиксе: 

сколько надо сделать изменений, чтобы получить из префикса первого 

слова префикс второго?

d[i][j] – стоимость получения из префикса длины i первого слова префикс 

длины j второго слова
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Будем пользоваться принципом оптимальности на префиксе: 

сколько надо сделать изменений, чтобы получить из префикса первого 

слова префикс второго?

d[i][j] – стоимость получения из префикса длины i первого слова префикс 

длины j второго слова
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Будем пользоваться принципом оптимальности на префиксе: 

сколько надо сделать изменений, чтобы получить из префикса первого 

слова префикс второго?

d[i][j] – стоимость получения из префикса длины i первого слова префикс 

длины j второго слова
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Будем пользоваться принципом оптимальности на префиксе: 

сколько надо сделать изменений, чтобы получить из префикса первого 

слова префикс второго?

d[i][j] – стоимость получения из префикса длины i первого слова префикс 

длины j второго слова

Итого три правила:

1) Delete: d[i][j] = d[i-1][j] + deleteCost

2) Insert: d[i][j] = d[i][j-1] + insertCost

3) Change: d[i][j] = d[i-1][j-1] + changeCost
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Будем пользоваться принципом оптимальности на префиксе: 

сколько надо сделать изменений, чтобы получить из префикса первого 

слова префикс второго?

d[i][j] – стоимость получения из префикса длины i первого слова префикс 

длины j второго слова

Итого три правила:

1) Delete: d[i][j] = d[i-1][j] + deleteCost

2) Insert: d[i][j] = d[i][j-1] + insertCost

3) Change: d[i][j] = d[i-1][j-1] + changeCost

Из этих трех возможностей хотим ту, что имеет минимальную стоимость
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

Будем пользоваться принципом оптимальности на префиксе: 

сколько надо сделать изменений, чтобы получить из префикса первого 

слова префикс второго?

d[i][j] – стоимость получения из префикса длины i первого слова префикс 

длины j второго слова

Из этих трех возможностей хотим ту, что имеет минимальную стоимость
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1

2 (о) 2

3 (л) 3

4 (е) 4

5 (н) 5

6 (о) 6
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0

2 (о) 2

3 (л) 3

4 (е) 4

5 (н) 5

6 (о) 6
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1

2 (о) 2

3 (л) 3

4 (е) 4

5 (н) 5

6 (о) 6
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2

3 (л) 3

4 (е) 4

5 (н) 5

6 (о) 6
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1

3 (л) 3

4 (е) 4

5 (н) 5

6 (о) 6
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1 1

3 (л) 3

4 (е) 4

5 (н) 5

6 (о) 6
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1 1 2 3 4

3 (л) 3 2 1

4 (е) 4

5 (н) 5

6 (о) 6
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1 1 2 3 4

3 (л) 3 2 1 2 3 4

4 (е) 4 3 2 1 2 3

5 (н) 5 4 3 2 2 3

6 (о) 6 5 4 3 3 3
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1 1 2 3 4

3 (л) 3 2 1 2 3 4

4 (е) 4 3 2 1 2 3

5 (н) 5 4 3 2 2 3

6 (о) 6 5 4 3 3 3
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1 1 2 3 4

3 (л) 3 2 1 2 3 4

4 (е) 4 3 2 1 2 3

5 (н) 5 4 3 2 2 3

6 (о) 6 5 4 3 3 3
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1 1 2 3 4

3 (л) 3 2 1 2 3 4

4 (е) 4 3 2 1 2 3

5 (н) 5 4 3 2 2 3

6 (о) 6 5 4 3 3 3
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0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1 1 2 3 4

3 (л) 3 2 1 2 3 4

4 (е) 4 3 2 1 2 3

5 (н) 5 4 3 2 2 3

6 (о) 6 5 4 3 3 3
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0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1 1 2 3 4

3 (л) 3 2 1 2 3 4

4 (е) 4 3 2 1 2 3

5 (н) 5 4 3 2 2 3

6 (о) 6 5 4 3 3 3
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0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1 1 2 3 4

3 (л) 3 2 1 2 3 4

4 (е) 4 3 2 1 2 3

5 (н) 5 4 3 2 2 3

6 (о) 6 5 4 3 3 3
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1 1 2 3 4

3 (л) 3 2 1 2 3 4

4 (е) 4 3 2 1 2 3

5 (н) 5 4 3 2 2 3

6 (о) 6 5 4 3 3 3
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1 1 2 3 4

3 (л) 3 2 1 2 3 4

4 (е) 4 3 2 1 2 3

5 (н) 5 4 3 2 2 3

6 (о) 6 5 4 3 3 3
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ПОЛЕНО ПЛЕМЯПЛЕНО ПЛЕМО

0 1 (п) 2 (л) 3 (е) 4 (м) 5 (я)

0 0 1 2 3 4 5

1 (п) 1 0 1 2 3 4

2 (о) 2 1 1 2 3 4

3 (л) 3 2 1 2 3 4

4 (е) 4 3 2 1 2 3

5 (н) 5 4 3 2 2 3

6 (о) 6 5 4 3 3 3
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Задача о расстановке знаков в выражении

1 + 3 + 2 + 4 = 10
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Задача о расстановке знаков в выражении

1 + 3 + 2 + 4 = 10

(1 + 3) * (2 + 4) = 24
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Задача о расстановке знаков в выражении

1 + 3 + 2 + 4 = 10

(1 + 3) * (2 + 4) = 24

(1 + 3 + 2) * 4 = 24
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Задача о расстановке знаков в выражении

1 + 3 + 2 + 4 = 10

(1 + 3) * (2 + 4) = 24

(1 + 3 + 2) * 4 = 24

1 * 3 * 2 * 4 = 24
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Задача о расстановке знаков в выражении

1 + 3 + 2 + 4 = 10

(1 + 3) * (2 + 4) = 24

(1 + 3 + 2) * 4 = 24

1 * 3 * 2 * 4 = 24

(1 + 3) * 2 * 4 = 32
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Задача о расстановке знаков в выражении

1 + 3 + 2 + 4 = 10

(1 + 3) * (2 + 4) = 24

(1 + 3 + 2) * 4 = 24

1 * 3 * 2 * 4 = 24

(1 + 3) * 2 * 4 = 32

Задача: Даны числа. Хотим расставить +/*/скобки так, чтобы выражение 

имело максимальное значение 
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Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Задача: Даны числа. Хотим расставить +/*/скобки так, чтобы выражение 

имело максимальное значение 

Идеи?
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Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Задача: Даны числа. Хотим расставить +/*/скобки так, чтобы выражение 

имело максимальное значение 

Динамика: будем пользоваться принципом оптимальности на 

подотрезке

43



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Задача: Даны неотрицательные числа. Хотим расставить +/*/скобки так, 

чтобы выражение имело максимальное значение 

Динамика: будем пользоваться принципом оптимальности на 

подотрезке

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.
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Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.
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Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

46



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

47



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

48



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

49

0 (1) 1 (3) 2 (2) 3 (4)

0 (1)

1 (3) 0

2 (2) 0 0

3 (4) 0 0 0



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

50

0 (1) 1 (3) 2 (2) 3 (4)

0 (1) 1

1 (3) 0 3

2 (2) 0 0 2

3 (4) 0 0 0 4



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

51

0 (1) 1 (3) 2 (2) 3 (4)

0 (1) 1

1 (3) 0 3

2 (2) 0 0 2 8

3 (4) 0 0 0 4



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

52

0 (1) 1 (3) 2 (2) 3 (4)

0 (1) 1

1 (3) 0 3 6

2 (2) 0 0 2 8

3 (4) 0 0 0 4



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

53

0 (1) 1 (3) 2 (2) 3 (4)

0 (1) 1

1 (3) 0 3 6 24

2 (2) 0 0 2 8

3 (4) 0 0 0 4



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

54

0 (1) 1 (3) 2 (2) 3 (4)

0 (1) 1 4

1 (3) 0 3 6 24

2 (2) 0 0 2 8

3 (4) 0 0 0 4



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

55

0 (1) 1 (3) 2 (2) 3 (4)

0 (1) 1 4 8

1 (3) 0 3 6 24

2 (2) 0 0 2 8

3 (4) 0 0 0 4



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

56

0 (1) 1 (3) 2 (2) 3 (4)

0 (1) 1 4 8 32

1 (3) 0 3 6 24

2 (2) 0 0 2 8

3 (4) 0 0 0 4



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

57

0 (1) 1 (3) 2 (2) 3 (4)

0 (1) 1 4 8 32

1 (3) 0 3 6 24

2 (2) 0 0 2 8

3 (4) 0 0 0 4



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

58

0 (1) 1 (3) 2 (2) 3 (4)

0 (1) 1 4 8 32

1 (3) 0 3 6 24

2 (2) 0 0 2 8

3 (4) 0 0 0 4



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 

на отрезке от i до j.

59

0 (1) 1 (3) 2 (2) 3 (4)

0 (1) 1 4 8 32

1 (3) 0 3 6 24

2 (2) 0 0 2 8

3 (4) 0 0 0 4



Задача о расстановке знаков в выражении

1 3 2 4

Пусть d[i][j] - максимальное значение, которое мы мож ем получить 
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n

m

Дана таблица m*n. 

Необходимо вычислить 

количество способов 

заполнить ее доминошками
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1 – домино вылезает за 

границы
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0 – домино «не вылезает»
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Профиль – для i-ого столбца 

набор из ноликов и единичек.
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границы
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столбца и профилю. 
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n

m

Динамика по (i, p) – по номеру 

столбца и профилю. 

Сколько может быть профилей?

2^m



Задача о замощении домино

75

n

m

Какие могут быть переходы

между профилями?
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Какие могут быть переходы

между профилями?
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столбцов так, чтобы они заканчивались на p-ый
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D[i][j] – можно ли из профиля i попасть в профиль j



Задача о замощении домино

83

n

m

A[i][p] – количество способов замостить первые i

столбцов так, чтобы они заканчивались на p-ый

профиль

D[i][j] – можно ли из профиля i попасть в профиль j



Задача о замощении домино

84

n

m

A[i][p] – количество способов замостить первые i

столбцов так, чтобы они заканчивались на p-ый

профиль

D[i][j] – можно ли из профиля i попасть в профиль j



Задача о замощении домино

85

n

m

A[i][p] – количество способов замостить первые i

столбцов так, чтобы они заканчивались на p-ый

профиль

D[i][j] – можно ли из профиля i попасть в профиль j

Где живет ответ?



Задача о замощении домино

86

n

m

A[i][p] – количество способов замостить первые i

столбцов так, чтобы они заканчивались на p-ый

профиль

D[i][j] – можно ли из профиля i попасть в профиль j

Где живет ответ?



Задача о замощении домино

87

n

m

A[i][p] – количество способов замостить первые i
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A[i][p] – количество способов замостить первые i

столбцов так, чтобы они заканчивались на p-ый

профиль

D[i][j] – можно ли из профиля i попасть в профиль j

Сложность?

2m 2m n 2m n
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Итоги

90

Рассмотрели три способа задавать динамику:

1. Динамика на префиксе (рюкзак, подпоследовательности, редакционное расстояние)

2. Динамика по подотрезкам (расстановка знаков)

3. Динамика по профилю (замощение доминошками)

Также стоит помнить, что динамику можно делать «вперед» (итеративно) и «назад» (рекурсивно). 


