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в белую.
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Дан граф G. Запустим dfs(G)
• остановим выполнение процедуры dfs

от некоторой серой  вершины u - первый момент времени Т1. 

• продолжим выполнение dfs(u) пока u не 

станет черной - второй момент времени Т2.

Тогда вершины графа G∖u, бывшие черными и 
серыми в первый момент времени, не поменяют свой 
цвет ко второму моменту времени, а белые вершины 
либо останутся белыми, либо станут черными, 
причем черными станут те, что были достижимы от 
вершины u по белым путям.
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НАИКРАТЧАЙШИЕ ПУТИ
Путь (маршрут) – последовательность вершин и ребер вида

• длина пути количество ребер в нем (НЕ взвешенный граф)

• вес пути - сумма весом всех ребер пути (взвешенный граф)
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Путь:  p = <V0, V1, V2, … Vk>

Вес пути   w(p) = 

НаиКратчайший путь - путь с наименьшим весом (их может быть несколько разных, 

но с одним весом)

Примечание: вес наикратчайшего пути из u в v будет наименьшим  из возможных или 

равен бесконечности, если пути из u в v нет
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1. Ребра отрицательного веса 
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3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?
1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?
1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?
1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?
1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?
1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?
1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?
1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?
1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?
1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?
1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?
1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?

1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?

1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?

1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 



Что может содержать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?

1. Ребра отрицательного веса 

2. Циклы отрицательного веса 

3. Циклы нулевого веса

4. Циклы положительного веса 

ВЫВОДЫ

НаиКратчайший путь - путь с наименьшим весом (их может быть несколько 

разных, но с одним весом):

• Ацикличный 

• Содержит не более V вершин  и V-1 ребер 

• Это ПРОСТАЯ ЦЕПЬ!



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf



Как будем искать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?



Как будем искать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?

• Понадобится массив distance [v] или d[v]  - вес  кратчайшего пути от s до v



Как будем искать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?

• Понадобится массив distance [v] или d[v]  - вес  кратчайшего 
пути от s до v:
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Как будем искать НАИКРАТЧАЙШИЙ путь?

Ослабление ребра (релаксация: Relax) - попытка улучшить найденный путь до 
вершины 

Relax(u, v, w[u,v]):
if (d[v] > d[u] + w(u,v) )

d[v] = d[u] + w(u,v)
predki[v] = u 



Инициализация дополнительных структур

• Нужно заполнить distance [v] бесконечностями, так как 

на старте нет найденных кратчайших путей

• Массив предков заполнить null, так как предков нет на 

старте ни для какой вершины 

InitSource(G, s):    

for v  ∈  V
d[v] = infinity 
predki[v] = null

d[s] = 0 



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf

Суть: ослабление ребер в порядке топологической сортировки 

DAG(G, s):

TS = TopSort(G)

InitSource(G, s)

for u  ∈  TS
for v  ∈  W[u]

Relax(u, v, W[u, v])



DAG: кратчайшие пути в ациклическом ориентированном графе

1 2 3 4 5

1 inf 1 inf -1 inf

2 inf inf inf inf inf

3 6 inf inf inf 2

4 inf -2 inf inf inf

5 7 2 inf 4 inf

Суть: ослабление ребер в порядке топологической сортировки 

DAG(G, s):

TS = TopSort(G)

InitSource(G, s)

for u  ∈  TS
for v  ∈  W[u]

Relax(u, v, W[u, v])

№ 1 2 3 4 5

0 \ \ \ \ \

1 3 \ \ \ 3

2 3 5 \ 5 3

3 3 5 \ 1 3

4 3 4 \ 1 3

1 2 3 4 5

inf inf 0 inf inf

6 inf 0 inf 2

6 4 0 6 2

6 4 0 5 2

6 3 0 5 2



ЖАДНЫЙ алгоритм
ЖАДНЫЙ алгоритм - алгоритм, заключающийся в принятии локально 
оптимальных решений на каждом этапе, допуская, что конечное решение также 
окажется оптимальным. 
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АЛГОРИТМ ДЕЙКСТРЫ

Суть:

1. Каждую итерацию выбираем вершину, до которой

кратчайший путь и она не помечена

2. Помечаем выбранную вершину  и просматриваем все 

ребра из нее (каждым пытаем ослабить кратчайшие 

пути)
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• массивы: меток вершин, расстояний, предков 



АЛГОРИТМ ДЕЙКСТРЫ
Суть:
1. Каждую итерацию выбираем вершину, до которой кратчайший путь и она

не помечена

2. Помечаем выбранную вершину  и просматриваем все ребра из нее 
(каждым пытаем ослабить кратчайшие пути)

Какой обход в основе?
• обход в ширину
Как хранить граф ?
• взвешенная матрица смежности
Какие нужны структуры вспомогательные?
• массивы: меток вершин, расстояний, предков 
Точка оптимизации?
• поиск вершины с минимальным расстояние среди непомеченных



АЛГОРИТМ ДЕЙКСТРЫ
Суть:

1. Каждую итерацию

выбираем вершину, до

которой кратчайший путь

и она не помечена

2. Помечаем выбранную 

вершину  и 

просматриваем все ребра 

из нее (каждым пытаем 

ослабить кратчайшие 

пути)

// G — исходный граф 

// W — взвешенная матрица смежности  

// Q - куча с минимумом (приоритетная очередь) 

function Deikstra(G, s): 

   InitSource(G, s)  

   ALL V.used = 0 // vi.used = 0 

   s.d = 0  

   Q=creatHeap( G.V )  

   while not Q.isEmpty() 

       u = Q.extractMin() 

       u.used = 1 

       for v ∈  W[u] 

             Relax(u, v, w[u, v])  
             If  (d[v] > d[u] + w(u,v)  

                  Q.decreaseKey(v, d[u] + w[u, v]) 
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BFS в невзвешенном графе находит длины кратчайших путей до всех 
достижимых вершин

ЛЕММА о BFS
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ПОИСК ДИАМЕТРА графа

Алгоритм:

1. Посчитать кратчайшие пути из любой вершины (невзвешенные)

2. Найти самую удалённую вершину  от выбранной на шаге 1

3. От неё найти все кратчайшие пути (невзвешенные)

4. Выбрать максимальны: самый длинный из них - искомый диаметр



Спасибо за внимание!

www.ifmo.ru


