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Çàäà÷à ¾Ìàãè÷åñêîå âûðàæåíèå¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàíî êîððåêòíîå àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå èç
çíàêîâ +,-,*,(,), öèôð è ïåðåìåííîé x.

Íåîáõîäèìî äîïèñàòü ê íåìó ñïðàâà ÷òî-ëèáî,
÷òîáû ïîëó÷èëîñü êîððåêòíîå âûðàæåíèå,
çíà÷åíèå êîòîðîãî âñåãäà ÷¼òíîå.
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Çàäà÷à ¾Ìàãè÷åñêîå âûðàæåíèå¿ Ðåøåíèå

Ðåøåíèå çàäà÷è

Çàäà÷à ïîäðàçóìåâàëàñü êàê ñàìàÿ ïðîñòàÿ â
êîíòåñòå.

Ñàìûì ïðîñòûì ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ
�+<âûðàæåíèå èç ââîäà>�.

Åù¼ åñòü àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå �-(<âûðàæåíèå èç
ââîäà>)�.

Êðîìå òîãî, ìîæíî áûëî ÷åñòíî ïîñ÷èòàòü
çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ïðè x = 0 è x = 1 è â
çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà âûâåñòè íè÷åãî, +1,
+x èëè +x + 1. Íî òàêîå ðåøåíèå çíà÷èòåëüíî
ñëîæíåå.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàíî ðàñïèñàíèå ñîáûòèé â ôîðìàòå (âðåìÿ,
íàçâàíèå).

Òàêæå äàíî íåñêîëüêî çàïðîñîâ: äëÿ ìîìåíòà
âðåìåíè îïðåäåëèòü, êàêîå ñîáûòèå ñðåäè
íà÷èíàþùèõñÿ íå ðàíüøå ýòîãî ìîìåíòà
íà÷èíàåòñÿ ðàíüøå âñåõ.
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Çàäà÷à ¾Ðàñïèñàíèå¿ Ðåøåíèå

Ðåøåíèå çàäà÷è

Îãðàíè÷åíèÿ â ýòîé çàäà÷å òàêèå, ÷òî ïîçâîëÿþò
îòâåò íà êàæäûé çàïðîñ íàõîäèòü ëèíåéíûì
ïðîõîäîì ïî ìàññèâó ñîáûòèé.
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Çàäà÷à ¾Ñâÿùåííûå îâöû¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì òî÷êó ñ öåëî÷èñëåííûìè
êîîðäèíàòàìè íà îñè Ox . Íàçîâ¼ì ãàëî÷êîé
ôèãóðó, îáðàçîâàííóþ äâóìÿ ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè
èç ýòîé òî÷êè â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü è
îáðàçóþùèìè ðàâíûå óãëû ñ ïîëîæèòåëüíûì è
îòðèöàòåëüíûì íàïðàâëåíèÿìè îñè Ox ,
ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êó íà îñè Ox íàçîâ¼ì
îñíîâàíèåì ãàëî÷êè.

Äàíû äâå òî÷êè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè.

Íàéòè îñíîâàíèÿ âñåõ ãàëî÷åê, ñîäåðæàùèõ îáå
äàííûå òî÷êè.
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Ðåøåíèå çàäà÷è (íà÷àëî)

Âíà÷àëå ïðîâåðèì, ÷òî îáå òî÷êè íå íèæå îñè Ox

è õîòÿ áû îäíà íàä îñüþ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îòâåò 0)

Åñëè îäíà èç òî÷åê íà îñè Ox , òî îíà è åñòü
åäèíñòâåííûé îòâåò.

Åñëè ó òî÷åê ðàçíûå êîîðäèíàòû y , òî ïðîâåä¼ì
÷åðåç íèõ ïðÿìóþ è íàéä¼ì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ýòîé ïðÿìîé ñ îñüþ Ox . Åñëè å¼ êîîðäèíàòà x

öåëàÿ, òî÷êà âõîäèò â îòâåò. Òåì ñàìûì, ðàçîáðàí
ñëó÷àé îáå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ñòîðîíå ãàëî÷êè.
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Ðåøåíèå çàäà÷è (îêîí÷àíèå)
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Çàäà÷à ¾Êâàðò¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n.

Ðàññìîòðèì âñå ïåðåñòàíîâêè èç n ýëåìåíòîâ.

Äëÿ êàæäîé ïåðåñòàíîâêè π ïîñ÷èòàåì, äëÿ
ñêîëüêèõ i âûïîëíÿåòñÿ π(i) = i .

Òðåáóåòñÿ íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû
íàéäåííûõ âåëè÷èí íà 43.
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Çàäà÷à ¾Êâàðò¿ Ðåøåíèå

Ðåøåíèå çàäà÷è

Ïîñ÷èòàåì îòäåëüíî âêëàä êàæäîãî ýëåìåíòà
ïåðåñòàíîâêè â ñóììó.

×èñëî ñòîèò íà ñâîåé ïîçèöèè ðîâíî â (n − 1)!
ïåðåñòàíîâêàõ, òàê êàê ìû äîëæíû çàôèêñèðîâàòü
ýòî ÷èñëî è ìîæåì êàê óãîäíî ïåðåñòàâëÿòü
îñòàëüíûå. Çíà÷èò, åãî âêëàä â ñóììó ðàâåí
(n − 1)!.

Âñåãî â ïåðåñòàíîâêå n ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò,
ñóììàðíûé âêëàä ðàâåí (n− 1)!× n = n!. Òî åñòü,
òðåáóåòñÿ ëèøü âûâåñòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ n! íà
43.
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Çàäà÷à ¾Êâàðò¿ Ðåøåíèå

Ðåøåíèå çàäà÷è

Ïðè âû÷èñëåíèè n! óäîáíî êàæäûé ðàç ïîñëå
óìíîæåíèÿ áðàòü ðåçóëüòàò ïî ìîäóëþ 43, ÷òîáû
èçáåæàòü ïåðåïîëíåíèÿ.
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Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿

Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿

Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿

Èäåÿ çàäà÷è�Îëüãà Áóðñèàí

Ïîäãîòîâêà òåñòîâ �Îëüãà Áóðñèàí
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Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

×åðåïàøêà óìååò çà îäèí õîä äåëàòü îäèí øàã
âïåðåä, ïîâîðà÷èâàòüñÿ íàëåâî íà 60◦ è íàïðàâî
òîæå íà 60◦. Äàíà ñòðîêà, êîòîðîé çàêîäèðîâàí
ïóòü ÷åðåïàøêè.

Íàéòè êîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ÷åðåïàøêà
ïåðåñåêàëà ñâîé ñîáñòâåííûé ïóòü.
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Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïåðâîå ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé ïðîâåäåíû ïðÿìûå:

1 y =

√
3

2
· i ,

2 y =
√
3 · x +

√
3 · i ,

3 y = −
√
3 · x +

√
3 · i

ïðè âñåõ i = . . . ,−1, 0, 1, 2, 3, . . .. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî ÷åðåïàøêà íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîîðäèíàòàìè
(0, 0) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è ïîñëå ïåðâîãî
øàãà îêàæåòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (1, 0). Çàìåòèì,
÷òî òîãäà âñå äâèæåíèå Àðõåëîíà ïðîèñõîäèò íà
ðåøåòêå, îáðàçîâàííîé ïðîâåäåííûìè ïðÿìûìè.
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Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïåðâîå ðåøåíèå
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Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïåðâîå ðåøåíèå

Íà ýòîé ïëîñêîñòè ìîæíî ââåñòè äåêàðòîâó ñèñòåìó
êîîðäèíàò òàê, ÷òî àáñöèññîé áóäåò ïðÿìàÿ y = 0, à
îðäèíàòîé � y = −

√
3 · x . Òîãäà äâèæåíèå ÷åðåïàøêè

ïðîèñõîäèò â îáû÷íîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
òîëüêî îñè ïåðåñåêàþòñÿ íå ïîä ïðÿìûì óãëîì. Òàêèì
îáðàçîì, äâèæåíèå ÷åðåïàøêè ñâîäèòñÿ ê äâèæåíèþ ïî
ðåáðàì ãðàôà.
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Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïåðâîå ðåøåíèå

Çàâåäåì ïåðåìåííûå, â êîòîðûõ õðàíèòñÿ ïîëîæåíèå
÷åðåïàøêè è íàïðàâëåíèå åå äâèæåíèÿ. Çàâåäåì
ìàññèâ d âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ
÷åðåïàøêè â ïîðÿäêå îáõîäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Â íåì
õðàíÿòñÿ âåêòîðà (1, 0), (1, 1), (0, 1), (−1, 0), (−1,−1),
(0,−1). Ïóñòü òåêóùåå ïîëîæåíèå ÷åðåïàøêè� âåêòîð
(x , y), öåëàÿ ïåðåìåííàÿ b óêàçûâàåò íîìåð â ñïèñêå
âåêòîðîâ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ, êóäà ñåé÷àñ ñìîòðèò
ãîëîâà ÷åðåïàøêè. ×èòàÿ ñòðîêó âõîäíîãî ôàéëà,
ìåíÿåì èõ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì.
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Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïåðâîå ðåøåíèå

Åñëè äàí ñèìâîë L èëè R , òî èçìåíÿåì b, åñëè F � òî
âåêòîð (x , y) ìåíÿåòñÿ íà (x , y) + (dx , dy), ãäå
(dx , dy)� òåêóùèé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ, âçÿòûé èç
ìàññèâà d . Ïðè ýòîì íóæíî ïðîâåðèòü, íå áûëè ëè ìû
óæå â ýòîé òî÷êå. Âñå òî÷êè ïóòè ÷åðåïàøêè êëàäåì â
ìàññèâ, ñïèñîê èëè äðóãóþ ñòðóêòóðó äàííûõ, â
êîòîðîé ïîèñê âûïîëíÿåòñÿ áûñòðåå. Ïðè äàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ ýòî íåâàæíî. Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî â ýòîé
òî÷êå ìû óæå áûëè, òî íóæíî îïðåäåëèòü, ýòî òî÷êà
ñàìîêàñàíèÿ èëè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è îòäåëüíî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà ýòî ïåðâàÿ èëè ïîñëåäíÿÿ
òî÷êà.
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Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàê îïðåäåëèòü, ÷òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (I ñïîñîá)

Ïóñòü OA, OB , OC , OD - 4 âåêòîðà, èñõîäÿùèå èç òîé
òî÷êè, êîòîðóþ ìû ïðîâåðÿåì, OA, OB îáðàçîâàíû
îòðåçêàìè êðèâîé ñ íîìåðàìè i è i + 1, à OC è OD �
îòðåçêàìè ñ íîìåðàìè j è j + 1. Îíè âñå ñîäåðæàòñÿ â
ìàññèâå d.
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Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàê îïðåäåëèòü, ÷òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (I ñïîñîá)

Åñëè åñòü òàêîé ýëåìåíò â ìàññèâå d , ÷òî íà÷èíàÿ ñ
íåãî è èäÿ â ïîðÿäêå îáõîäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èëè
ïðîòèâ (ïîñëå ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ñíîâà èäåì íà
ïåðâûé), âñòðåòèì ñíà÷àëà ïàðó OA è OB , à ïîòîì
ïàðó OC è OD, òî çíà÷èò, ýòî òî÷êà, â êîòîðîé êðèâàÿ
êàñàåòñÿ ñàìà ñåáÿ è îíà íå ïîäõîäèò. Åñëè æå òàêîãî
ýëåìåíòà â ìàññèâå d íå íàéäåòñÿ, òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
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Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàê îïðåäåëèòü, ÷òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (II ñïîñîá)

Ïóñòü òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñàìîêàñàíèÿ. Òîãäà õîòÿ
áû äëÿ îäíîãî èç âåêòîðîâ âûïîëíåíî íåêîòîðîå
óñëîâèå. Ïóñòü ýòî âåêòîð OA.
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Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàê îïðåäåëèòü, ÷òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (II ñïîñîá)

Òîãäà îíî âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî âåêòîðà OC è OD

ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé, ïðîâåäåííûé ÷åðåç
âåêòîð OA. Åñëè ïðè ýòîì âåêòîð OB ëåæèò ïî äðóãóþ
ñòîðîíó îò ýòîé ïðÿìîé, òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ñàìîêàñàíèÿ. Åñëè ýòî íå òàê, íî ïðè ýòîì âåêòîðà OC

è OD ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé
÷åðåç âåêòîð OB , òî òî÷êà òîæå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ñàìîêàñàíèÿ.
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Çàäà÷à ¾Àðõåëîí¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âòîðîå ðåøåíèå

Âòîðîå ðåøåíèå ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîå. Òàêæå õðàíèì
òåêóùèå êîîðäèíàòû ÷åðåïàøêè è òåêóùèé âåêòîð
íàïðàâëåíèÿ. Ïðè ïîâîðîòå íà óãîë α âåêòîð (x , y)

óìíîæàåòñÿ íà ìàòðèöó

(
cosα sinα
− sinα cosα

)
, òî åñòü

ïðåâðàùàåòñÿ â
(x ∗ cosα + y ∗ (− sinα), x ∗ sinα + y ∗ cosα). Â ýòîì
ðåøåíèè ïîÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòü ïðè ñðàâíåíèè
êîîðäèíàò íà ðàâåíñòâî, íî ïðè çàäàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ ðåøåíèå ñ ïîãðåøíîñòüþ òîæå ïðîõîäèò.
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Çàäà÷à ¾Êîìàíäû¿

Çàäà÷à ¾Êîìàíäû¿

Çàäà÷à ¾Êîìàíäû¿

Èäåÿ çàäà÷è�Æþðè îëèìïèàäû

Ïîäãîòîâêà òåñòîâ �Íèêîëàé Êàðïîâ
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Çàäà÷à ¾Êîìàíäû¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Åñòü ñïèñîê ðàçáèåíèÿ êîìàíä íà êó÷êè, òðåáóåòñÿ
ïðîäîëæèòü åãî êàê ìîæíî äàëüøå.
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Çàäà÷à ¾Êîìàíäû¿ Ðåøåíèå

Îöåíêà íà îòâåò

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà ñâåðõó íà îòâåò 9. Ýòî ñëåäóåò
õîòÿ áû èç òîãî, ÷òî ñ îäíèì ÷åëîâåêîì ìîæåò ñûãðàòü
òîëüêî 9 ðàçëè÷íûõ ïàð ó÷àñòíèêîâ èç äâóõ äðóãèõ
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Çàäà÷à ¾Êîìàíäû¿ Ðåøåíèå

Ðåøåíèå

Ïåðåáîð.

Ïåðåáèðàåì, êàêîå ðàçáèåíèå ñäåëàåì

Ïðîâåðÿåì, ÷òî îíî ïîäõîäèò ïîä óñëîâèÿ

Åñëè ñäåëàëè ðàçáèåíèå äëèíîé 9, òî âûõîäèì èç
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Îòâåò 7 âîçìîæåí, òîëüêî êîãäà âî âõîäíîì ôàéëå
çàäàíî íå ìåíåå 4 ðàçáèåíèé íà êó÷êè.

Îòâåò 5 âîçìîæåí, òîëüêî êîãäà âî âõîäíîì ôàéëå
çàäàíî âñå ïÿòü ðàçáèåíèé.
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Çàäà÷à ¾Ñîêðîâèùà â êíèãàõ¿
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Ðåøåíèå çàäà÷è

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ðåêóðñèâíî.

Áàçà. Åñëè ÷èñëà A è B èìåþò ðàçíóþ ÷¼òíîñòü
÷èëà áèò, òî Ans(A,B) = 0.

Åñëè ñðåäè ÷èñåë A è B åñòü íå÷¼òíîå, òî
Ans(A,B) = 1+ Ans(A+ 1,B + 1).

Åñëè ÷èñëà A è B îáà ÷¼òíûå, òî
Ans(A,B) = 2 · Ans(A

2
, B
2
)

(ÑÏáÃÓ) V Îòêðûòûé êóáîê øêîëüíèêîâ 19 ìàÿ 2013 35 / 49



Çàäà÷à ¾Ñîêðîâèùà â êíèãàõ¿ Ðåøåíèå

Ðåøåíèå çàäà÷è

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ðåêóðñèâíî.

Áàçà. Åñëè ÷èñëà A è B èìåþò ðàçíóþ ÷¼òíîñòü
÷èëà áèò, òî Ans(A,B) = 0.

Åñëè ñðåäè ÷èñåë A è B åñòü íå÷¼òíîå, òî
Ans(A,B) = 1+ Ans(A+ 1,B + 1).

Åñëè ÷èñëà A è B îáà ÷¼òíûå, òî
Ans(A,B) = 2 · Ans(A

2
, B
2
)

(ÑÏáÃÓ) V Îòêðûòûé êóáîê øêîëüíèêîâ 19 ìàÿ 2013 35 / 49



Çàäà÷à ¾Ñîêðîâèùà â êíèãàõ¿ Ðåøåíèå

Ðåøåíèå çàäà÷è

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ðåêóðñèâíî.

Áàçà. Åñëè ÷èñëà A è B èìåþò ðàçíóþ ÷¼òíîñòü
÷èëà áèò, òî Ans(A,B) = 0.

Åñëè ñðåäè ÷èñåë A è B åñòü íå÷¼òíîå, òî
Ans(A,B) = 1+ Ans(A+ 1,B + 1).

Åñëè ÷èñëà A è B îáà ÷¼òíûå, òî
Ans(A,B) = 2 · Ans(A

2
, B
2
)

(ÑÏáÃÓ) V Îòêðûòûé êóáîê øêîëüíèêîâ 19 ìàÿ 2013 35 / 49



Çàäà÷à ¾Ñîêðîâèùà â êíèãàõ¿ Ðåøåíèå

Äîêàçàòåëüñòâî

Áàçà è ïåðâûé ïåðåõîä î÷åâèäíû.

Åñëè îáà ÷èñëà ÷¼òíûå, òî ïîçèöèè ðàçáèâàþòñÿ
íà ïàðû ñîñåäíèõ. Ïðè ýòîì, åñëè s[i ] = S , òî
s[2i ..2i + 1] = SL, à èíà÷å s[2i ..2i + 1] = LS .

Ïîêà ÷èñëà A,B îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè, ìîæåò
ñëó÷èòüñÿ íå áîëåå 2 log n øàãîâ.

Êîãäà ÷èñëà A è B ñòàëè ðàçíîé ÷¼òíîñòè, òî
áûñòðî íàéä¼òñÿ ìîìåíò, êîãäà ïðè ïðèáàâëåíèè
1, ÷¼òíîñòü èçìåíèòñÿ ó îäíîãî èç äâóõ.
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Åù¼ îäíî ðåøåíèå çàäà÷è

Çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü áèíàðíûì ïîèñêîì, åñëè
íàó÷èòüñÿ ñðàâíèâàòü äâå ïîäñòðîêè

Äâå ïîäñòðîêè ìîæíî ñðàâíèâàòü õåøàìè, äëÿ
ýòîãî íóæíî óìåòü ñ÷èòàòü õåø ïðåôèêñà.

Õåø ïðåôèêñà ñ÷èòàåòñÿ ðåêóðñèâíî, åñëè
çàìåòèòü, ÷òî ñòðîêà ïîëó÷àåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì ê
ñåáå ñòðîêè S ñ çàìåíîé ñèìâîëà íà
ïðîòèâîïîëîæíûé.
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Çàäà÷à ¾Êðàñíàÿ ñâàäüáà¿

Çàäà÷à ¾Êðàñíàÿ ñâàäüáà¿

Çàäà÷à ¾Êðàñíàÿ ñâàäüáà¿

Èäåÿ çàäà÷è�Èëüÿ Ìàëèíîâñêèé

Ïîäãîòîâêà òåñòîâ �Èëüÿ Ìàëèíîâñêèé
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Çàäà÷à ¾Êðàñíàÿ ñâàäüáà¿ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàíû äâà ìíîæåñòâà, â êàæäîì èç êîòîðûõ ïî n

ýëåìåíòîâ, ïðîíóìåðîâàííûõ îò 1 äî n.

Ðàçðåøåíî óäàëÿòü îäèí ýëåìåíò èç ëþáîé äîëè, à
òàêæå ïàðû ýëåìåíòîâ èç ðàçíûõ äîëåé, íîìåðà
êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà k .

Äëÿ êàæäîé âîçìîæíîé îïåðàöèè óäàëåíèÿ
èçâåñòíà å¼ ñòîèìîñòü.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü
óäàëåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ.
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Çàäà÷à ¾Êðàñíàÿ ñâàäüáà¿ Ðåøåíèå

Ðåøåíèå íîìåð 1

Àâòîð èäåè � Åãîð Ñóâîðîâ
Ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô: äîëè � ìíîæåñòâà,
âåðøèíû� ýëåìåíòû, ð¼áðà � ïàðû ýëåìåíòîâ,
êîòîðûå ìîæíî âçÿòü îäíîâðåìåííî. Âåñ ðåáðà �
ñòîèìîñòü âçÿòèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû.
Ïîñòðîèì íà ýòîì äâóäîëüíîì ãðàôå ñåòü.
Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ ð¼áåð ïî 1.
Çàïóñòèì îáû÷íûé min-cost-�ow. Ïðè ïîìîùè
íåãî íàéä¼ì ïîòîêè ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè äëÿ
âñåõ âåëè÷èí îò 0 äî n. Ñêàæåì, ÷òî òå âåðøèíû,
ó êîòîðûõ íå íàøëîñü èíöèäåíòíîãî èì
íàñûùåííîãî ðåáðà, áóäóò âçÿòû ïî îäíîé.
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Ðåøåíèå íîìåð 1

Òåïåðü ìû çíàåì ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü
óäàëåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî ðîâíî
2 ∗ i èç íèõ ñîñòàâëÿþò ïàðû, äëÿ êàæäîãî i îò 0
äî n. Ìèíèìóì èç ýòèõ âåëè÷èí è åñòü îòâåò.
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Ðåøåíèå íîìåð 2

Àâòîð èäåè �Èëüÿ Ìàëèíîâñêèé

Áóäåì óäàëÿòü ýëåìåíòû â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáû â
ëþáîé ìîìåíò èç ïåðâîé äîëè áûëè óäàëåíû
ýëåìåíòû ñ 1-ãî ïî t-é âêëþ÷èòåëüíî (t
ïðîèçâîëüíîå) è òîëüêî îíè, à èç âòîðîé äîëè �
âñå ýëåìåíòû ñ 1-ãî ïî t − k − 1-é âêëþ÷èòåëüíî
è, âîçìîæíî, êàêèå-òî ýëåìåíòû ñ t − k-ãî ïî
t + k-é âêëþ÷èòåëüíî.
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Ðåøåíèå íîìåð 2

Çàäàäèì òåêóùåå ñîñòîÿíèå ÷èñëîì t è áèòîâîé
ìàñêîé äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âçÿòûõ ýëåìåíòîâ èç
îòðåçêà [t − k ; t + k ].

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè äèíàìèêè ñ
îïèñàííûì âûøå ñîñòîÿíèåì.
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Çàäà÷à ¾Ïðÿìîóãîëüíèêè¿

Çàäà÷à ¾Ïðÿìîóãîëüíèêè¿

Èäåÿ çàäà÷è�Ïàâåë Êóíÿâñêèé

Ïîäãîòîâêà òåñòîâ �Ïàâåë Êóíÿâñêèé
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âàì íàäî íàó÷èòüñÿ îòâå÷àòü íà çàïðîñ î ïåðåñå÷åíèè
ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ïîäòàáëèöå.
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Ðåøåíèå

Ïðåäïîäñ÷¼ò çà O(n2 log2 n)

Îòâåò íà çàïðîñ çà O(1)
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Ïðåäïîäñ÷¼ò

Ïîñ÷èòàåì ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ
âåðõíèì ëåâûì óãëîì â òî÷êå (i , j) è ðàçìåðà
2k × 2l . Îáîçíà÷èì ýòî ïåðåñå÷åíèå çà I(i , j , k, l)

Âåëè÷èíà I(i , j , k, l) ëåãêî ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ÷åðåç
I(i

′
, j

′
, k − 1, l) è I(i

′
, j

′
, k, l − 1)

Ïðåäïîäñ÷èòûâàåì âñ¼ â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ l , k
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Ïðåäïîäñ÷¼ò
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Ïðåäïîäñ÷¼ò
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Îòâåò íà çàïðîñ

Íàõîäèì òàêîå ìàêñèìàëüíîå k è l , ÷òî
ïîäòàáëèöà òàêèõ ðàçìåðîâ âëåçàåò â íàøó
ïîäòàáëèöó

Âûðàæàåì îòâåò ÷åðåç ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêà:
I(r1, c1, k, l), I(r2 − 2k , c1, k, l), I(r1, c2 − 2l , k, l),
I(r2 − 2k , c2 − 2l , k, l)

Äëÿ àñèìïòîòèêè O(1) íàäî ïðåäïîäñ÷èòàòü òàêèå
ìàêñèìàëüíûå k , l äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ äëèí

(ÑÏáÃÓ) V Îòêðûòûé êóáîê øêîëüíèêîâ 19 ìàÿ 2013 48 / 49



Çàäà÷à ¾Ïðÿìîóãîëüíèêè¿ Ðåøåíèå

Îòâåò íà çàïðîñ

Íàõîäèì òàêîå ìàêñèìàëüíîå k è l , ÷òî
ïîäòàáëèöà òàêèõ ðàçìåðîâ âëåçàåò â íàøó
ïîäòàáëèöó

Âûðàæàåì îòâåò ÷åðåç ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêà:
I(r1, c1, k, l), I(r2 − 2k , c1, k, l), I(r1, c2 − 2l , k, l),
I(r2 − 2k , c2 − 2l , k, l)

Äëÿ àñèìïòîòèêè O(1) íàäî ïðåäïîäñ÷èòàòü òàêèå
ìàêñèìàëüíûå k , l äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ äëèí

(ÑÏáÃÓ) V Îòêðûòûé êóáîê øêîëüíèêîâ 19 ìàÿ 2013 48 / 49



Çàäà÷à ¾Ïðÿìîóãîëüíèêè¿ Ðåøåíèå

Îòâåò íà çàïðîñ

Íàõîäèì òàêîå ìàêñèìàëüíîå k è l , ÷òî
ïîäòàáëèöà òàêèõ ðàçìåðîâ âëåçàåò â íàøó
ïîäòàáëèöó

Âûðàæàåì îòâåò ÷åðåç ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêà:
I(r1, c1, k, l), I(r2 − 2k , c1, k, l), I(r1, c2 − 2l , k, l),
I(r2 − 2k , c2 − 2l , k, l)

Äëÿ àñèìïòîòèêè O(1) íàäî ïðåäïîäñ÷èòàòü òàêèå
ìàêñèìàëüíûå k , l äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ äëèí

(ÑÏáÃÓ) V Îòêðûòûé êóáîê øêîëüíèêîâ 19 ìàÿ 2013 48 / 49



Çàäà÷à ¾Ïàðòèè¿

Çàäà÷à ¾Ïàðòèè¿

Çàäà÷à ¾Ïàðòèè¿

Èäåÿ çàäà÷è�Íèêîëàé Êàðïîâ

Ïîäãîòîâêà òåñòîâ �Íèêîëàé Êàðïîâ
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ó âàñ åñòü ïîñòåïåííî ðàñòóùåå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ.
Âàì íóæíî äëÿ êàæäîãî íîâîãî äîáàâëÿåìîãî
ìíîæåñòâà îòâå÷àòü ñêîëüêî òàêèõ ìíîæåñòâî óæå åñòü
â ýòîì ñåìåéñòâå.
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Âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà

Ïóñêàé ó íàñ åñòü âåêòîð x ∈ {0, 1}n
Prv∈{0,1}n(x ∗ v = 0) = 1

2
åñëè x 6= {0}n.
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Âûáåðåì 128 ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ v , à x áóäåò
õàðàêòåðåñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ìíîæåñòâ. Ïî ñóòè
ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ôóíêöèþ h èç 1 . . . 106 â ÷èñëà
[0, 2128 − 1), ñîïîñòàâèâ êàæäîìó ÷èñëó ñëó÷àéíîå
÷èñëî.
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Òîãäà åñëè H(S) =
⊕

iinS
h(i). Òî âåðîÿòíîñòü, ÷òî äâà

ìíîæåñòâà ñîâïàäóò H(T ) = H(S) íå áîëåå 2−128. Ýòî
ñëåäóåò èç ëåììû.
Òàê êàê ïàð ìíîæåñòâ âñåãî 4 · 1012 òî âåðîÿòíîñòü, ÷òî
ìû îøèá¼ìñÿ õîòü îäèí ðàç ìàëà.
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Çàìåòèì, ÷òî H(S ⊕ T ) = H(S)⊕ H(T ). Ïîýòîìó âñ¼
ëåãêî ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ. Â èòîãå ìîæíî ïîñ÷èòàòü âñå
õýøè, ïîòîì îòñîðòèðîâàòü èõ, è ïîñ÷èòàòü îòâåò.
Ïîëó÷àåì ðåøåíèå çà O(n log n) ñ ìàëåíüêîé
êîíñòàíòîé.
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EOF
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